Logica Proposicional: Deduccion
Natural (2020)

(Con soluciones)
Ejercicio 1.
Demostrar con deduccién natural:

T[pV(QAs)—>r]kp-r

Ejercicio 2.

Demostrar con deduccién natural:

T[(pAQ)=rrAs)>t]-((pPAQ)AS)—t

Ejercicio 3.
Demostrar la siguiente deduccidn con el calculo de deduccién natural, justificando cada
paso.

T[p—->qr->-gqr—->-s]kasV-ap

Solucién

1. p—q premisa

2. r - 1q premisa

3. r— s premisa

4. S supuesto

5. p supuesto

6. q modus ponens 1,5
7. -nq teorema de intercambio con la equiv. A = = -A
8. aar modus tollens 2,7
9. r E-8

10. -s modus ponens 3,9
11. SA-S IN 4,10

12. ap [-511



13. Ss—=-p - 4,12
14. SsVap teorema de intercambio con la equiv.A-B=-AVB

Ejercicio 4.

Demostrar con deduccion natural:

T[-p—>-s,"pVr,r=>-t]kasvat

Ejercicio 5.

Demostrar con deduccién natural los siguientes razonamientos, usando solo reglas basicas:
1.T[r—>qrAs, s=>t]FqAt

2.T[s,sVp—= "q]Fq

3.T[peq,7p—q pVpltq

4T[p—>-r “r->qAt]Fp—gq

T[l-p—pVq

6 T[rvg—-p, sAt, s=>q]Fp

7.T[p—=q r—=q,q—=s, pVvVr]ksvt

8.T[p—=q r=qAt, gq—=s, pVr]ksvt

9.T[]F(p~q) > (P—>qVr)
10.T["p—=q,qAr—=-r,r]+p
11.T[p—=s,q—s] F("pA-q)

Ejercicio 6.

Demostrar con deduccién natural:

(@ T[p—~q,~(rAp)]lFq--r
(b) T[pvqg,p—=r,"s—=>"q]kFrvs

Ejercicio 7.

Dar una demostracién de (p — -r) = —p a partir de las premisasp—->qyq—>r

Ejercicio 8.

Demostrar con Deduccion Natural:

T[p-rq-r]-(pVvqg->(rVvs)



Ejercicio 9.

Demostrar la siguiente deduccién mediante deduccion natural justificando cada paso:
T[pvgq—=>r] F "' rAp—=>"q

(No se puede utilizar tablas de verdad, resolucién ni analisis semantico)

Solucién

1: pv-q—-r premisa

2: rAp supuesto

3: q supuesto
4: p EA2
5: pVvq 14

6: r E-1,5
7: ar EA2
8: rA-r IN6,7
9: qorA-r [-3,8

10: -q [-9

11: rAp-—q [-2,10

Ejercicio 10.

Demostrar la siguiente deduccién mediante deduccion natural justificando cada paso:

T[-pVvq,qVr—=s,"r—=>p]kFs

Solucién

1. “pVvq premisa

2. qVvr-s premisa

3. r—>p premisa

4, aarVp Teorema de Intercambio con la equivalenciaA - B & AV B
5. rvp Teorema de Intercambio con la equivalencia A & A

6. qVvr Regla derivada de corte 1,5

7. S Modus Ponens 2,6

22 solucion:

1- pVvq premisa
2- qVvr-s premisa
3- r—>p premisa
4 - s supuesto

5- 2(qVr) modus tollens 4,2



6- “q AT De Morgan 5 con th intercambio ~(AVB) =

“AA-B

7- ar elim A 6

8- p modus ponens 7,3

9- q corte 8,1

10 - -q elim A 6

11 - qATq intA9,10

12 - 7S int-4,11

13- s elim - 12
Ejercicio 11.

Demostrar con deduccién natural:

FPAqQ->T)A(pVqg—-T1)-(p—q)

Ejercicio 12.

Demostrar con deduccién natural:

T[-AV-B,C5A,D>B]F-CV-D

Ejercicio 13.

Demostrar con deduccién natural:

T[-pVq,qVr—=s,7r->p]lks

Ejercicio 14.

Demostrar con deduccién natural:

T[p—=qVr,q—sr—s,7s|Fp

Ejercicio 15.

Demostrar con deduccién natural:

F(p—~(gq—-r))e(pAg—r)



Ejercicio 16.

Demostrar con deduccién natural:
(T[~p—-r1,sV(QVt),gq—=r, r=>"t]FpVs

2)T[tp—="t,qA"s—>r,7(qQAT)]Fgq—="PpAS
B)T[-pV(rA-t),7"s>p]Fp—->((qVr—--p)—s)

Ejercicio 17.

Demostrar con deduccion natural

T[((pV~q)—>(pAr))]F-qV(pVr)

Solucidén

1- TpV-oq-opAT premisa

2- “(7qVpVr) supuesto

3- g ATpPAT t.i. 2 con ~(AVBVC) = “AA-BA-C
4- gqATpA-T ti.3con-—A=A
5- -p eliminacion A 3

6- “pVq introduccién v 5
7- TpAT modus ponens 1,6
8- r eliminacién A 7

9- ar eliminacién A 3
10- rA-r int A 8,9

11- aa(2qVpVr) introduccién - 2,10

12- "qVpVvr eliminacién - 11

Ejercicio 18.

Demostrar con deduccién natural:

F(p=>q)A~(rA-p)->(q—"r)

Ejercicio 19.
Demostrar mediante deduccién natural, justificando adecuadamente cada uno de los pasos
dados, que la siguiente estructura deductiva es correcta:

T[p=>-tqA-s—=r(qAr)]qAt=>pAs



Solucion

12 forma:
1. p— -t premisa
2. gqATS—T premisa
3. (qAT) premisa
4. gAt supuesto
5. p supuesto
6. -t m. p. 5,1
7. t elim A 4
8. tAt intA 6,7
9, -p int- 5,8
10. as supuesto
11. q elim A 4
12. qA-s intA 10,11
13. r modus ponens 12,2
14. aqVr De Morgan =(AVB) = “AA-B 3, th intercambio
15. -q corte 13, 14
16. qA-q intA 11,15
17. -ms int =10, 16
18. S elim -~ 17
19. TpAs intA9,18

20.gAt—>pAs int— 4, 19

Justificacion:
- puesto que hay que demostrar una implicacion, SIEMPRE, “supongamos el
antecedente”:

l.p—t premisa
2.qAsS—>T premisa
3.7(qAT) premisa

4, qAt supuesto
n. TpAS

n+l.qAt—>pAs int—4,n

- puesto que ahora hay que demostrar una conjuncion:

1. p—-t premisa
2. qATS—T premisa
3. a(qAT) premisa

4, qAt supuesto



“pAsintAjk
qAt—=-pAs

-y 7p y s se demuestran por contradiccién:

1. p—t premisa
2. qATS—>T premisa
3. 2(qAT) premisa
gqAt supuesto
p supuesto
7p
-s
-7
S
pAS
gqAt—pAs

22 solucion:

1. p— -t premisa

2. qATS—>T premisa

3. (qAT) premisa

4., qAt supuesto

5. t elim A 4

6. -t th intercambio en 5 y equivalencia “"A = A

7. -p modus tollens 1,6

8. aqVr th intercambio en 3 y De Morgan -(AAB) =-AVv -B
9. q elim 4

10. ar corte 8,9



11. =(qA-s) modus tollens 2,10

12. aq Vs th intercambio en 11 y De Morgan -(AAB) =-AvV -B
13. nqVs th intercambio en 12 y equivalencia “"A= A

14. S corte 9,13

15. SpAS intA7,14

16.qAt—=pASs int - 4,15

32 forma:

1. p — —t premisa
g A s — r premisa
=(q A1) premisa

g A t supuesto

= (7p A s) supuesto
p V s De Morgan + doble negacion
p supuesto

v W

TpAS - AVB
gAt—=-pAs A-CA-C =-(AVB)
Br-DA-D

Ejercicio 20.

Demostrar con deduccién natural:

T[q-»r]F(pVvg—(pVr)

Ejercicio 21.

Demostrar con deduccién natural:



T[-p->-q]+-(p—q)—p

Ejercicio 22.

Probar con Deducciéon Natural:

T[A<B]F(AAB)V (-AA-B)

Solucién

Lo que se pide demostrar es cierto, analizando el significado de las dos férmulas que
aparecen en la deduccién: A y B son equivalentes sii Ay B son o verdaderos o falsos al
mismo tiempo, que es lo que dice textualmente la formula (A AB) vV (-A A -B)

1- Ao B premisa

2- A-B elim & 1

3- B-A elime 1

4- “((AAB)V("AA-B)) supuesto

5- “(AAB)A-(FAA-B) De Morgan 4

6- (FAv-B)A(AVB) De Morgan 5

7 - AVB elim A 6

8 - A supuesto

9- B modus ponens 8, 2

10 - B supuesto

11- B iteracién 10

12 - B elimv 7,8-9,10-11

13- “AV-B elim A 6

14 - -A supuesto

15 - -B modus tollens, 14, 3
16 - -B supuesto
17 - -B iteracion 16
18- -B elim v
13, 14-15,16-17

19 - -~ ((AAB)V(rAA-B)) int-4,12,18

20-  (AAB)V(-AA-B) elim - 19

Ejercicio 23.

Demostrar con deduccién natural:

T[p—)(qvﬂr),—nre—ut'ﬂ[peﬂs)—)t]|—p—>(—|q—)—|s)



Solucion

Esquema de la demostracion:

1- p—(qVr) premisa

2- or & -t premisa

3- “(p—os) -t premisa

4 - p supuesto

5- -q supuesto
17 - S

18 - aq— TS int—5,17

19- p-=(~q—s) int - 4,18

Demostracion completa:

1- p—~>(qVr) premisa

2- or & -t premisa

3- “(p—>s)—ot premisa

4 - p supuesto

5- -q supuesto

6 - qVv-r modus ponens 4,1
7 - ar corte 5,7

8- ar -t elim & 2

9- -t modus ponens 7,8
10 - —(p = 7s) modus tollens 9,3
11- p—-s doble negacién 10

12 - -s modus ponens 4, 11

13 - g — s int—> 5,12

14- p-("q-s) int— 4,13

Ejercicio 24.

Se considere el siguiente razonamiento:

Pepe, Juan y Nacho son tres chicos.

Ana, Maria y Cristina son tres chicas.

Cada chico esta casado con una de las tres chicas, y cada chica esta casada con uno
de los tres chicos.

Pepe es de Murcia, Juan es de Badajoz y Nacho es de Caceres.

Ana es de Vigo, Maria es de Tarragona y Cristina es de Sevilla.

Ningun extremefio esta casado con Cristina a no ser que ella sea de Sevilla.

El murciano esta casado con la gallega o, si estd casado con la catalana, esta debe ser
de Tarragona.



Si Ana esta casada con Juan entonces tanto Maria como Cristina estan casadas con
extremenfos.

Pepe esta casado con Cristina.

Por tanto Juan esta casado con Maria.

Después de formalizarlo en el lenguaje de la Légica Proposicional, demostrar su correccién
con deduccién natural. Puede ser necesario afiadir premisas que, a primera vista, no habia
que introducir.

Ejercicio 25.
Demostrar con deduccién natural:

T[rvpvg—-=rv-t,p-=s,t=>pVvq,"s=>-q]Ft=>rAs

Ejercicio 26.
Probar{p—>-qVr}eEq—->-(pA-r)

(a) Semanticamente, con el concepto de consecuencia légica.
(b) Construyendo una demostracion con las reglas del calculo de Deduccién Natural
y justificando el resultado con el teorema de validez.

Ejercicio 27.

Demostrar con deduccién natural:

T[(pegd->rrAs)>t]-((CpegAs) -t

Ejercicio 28.

Demostrar con deduccién natural:

(a) T[(p=qQAt,(rVp)A-q,"tes]FrASs
(b) T[pAq—=1,pVr—s,sV(rAq)]Fq—=rVs

Ejercicio 29.
Demostrar la correccion del siguiente razonamiento usando el método de deduccién
natural.



T[ g-s, °s— (7p—s), rAt—>qV-p, "t,p—o>q]Fr—s

Solucién

1. q-s premisa

2. —s—(7p—s) premisa

3. rA-t-qVv-p premisa

4., -t premisa

5. p—q premisa

6. r supuesto

7. rA-t Aintro(4,6)

8. qv-p —elim(3,7)

9. S supuesto

10. p-s —elim(2,9)
11. S velim(1,8,12)
12. SATS Aintro(11,13)
13. -S =SATS —intro(9-12)
14. R -intro(13)

15. S —elim(14)

16. r-s —intro(6-15)"

Ejercicio 30.

Demostrar con deduccién natural:

T[(p->1)V(Q—->s)]F(pAq)—(rvs)

Solucién

1- (p—>1r)Vv(g—s)

2- pPAQ

3- p—or
4- p

5- r

6- rvs

7- (p—>1)—>(rvs)
8- q-—s
9- q

10- S

11- rvs

12- (@=s)—=(rvs)
13- rvs

14- pAQ—oTVS

premisa

supuesto
supuesto
elim A 2
modus ponens 4, 3
intv 5

int— 3,6
supuesto
elim A 2
modus ponens 9,8
intv 10

int—- 8,11

elimv1,7,12

int—2,13



Para hacerlo un poco mas comprensible se puede afiadir:
3- (p—=1r)v(g—s) iteracion 1

Ejercicio 31.
Después de haber formalizado este razonamiento en el lenguaje de la Légica Proposicional,
demostrar su correcciéon con medios semanticos y, a continuacion, con deduccion natural.

Se esta organizando el horario del lunes.

Las clases en esta Escuela son de dos horas, y empiezan a las 10h, a las 12h, alas 15h
oalas 17h.

La clase de Logica tiene que ser por la mafiana.

La clase de Algebra tiene que ser después (no necesariamente de forma inmediata)
de la de Légica.

Las clases de Discreta y Programacidon tienen que ser consecutivas: una detras de la
otra (no importa el orden) y sin pausa para comer entre ellas.

Programacion es a las 17h a no ser que Ldgica sea a las 12h.

Por tanto, Discreta es a las 15h.

Solucién

Ademas de la informacién indicada explicitamente en las frases, hay que formalizar también
los siguientes hechos que describen la organizacion de un horario: basicamente, que cada
asignatura corresponde a una clase y no hay solapes entre asignaturas.

Lo primero que hay que hacer es identificar las proposiciones: el simbolo de proposiciéon
“XN” indica que la asignatura X (primera letra del nombre) es a la hora N. Por ejemplo:

L12 representa “la clase de Logica es alas 12”
P17 representa “la clase de Programacion es a las 17”

Hay 16 proposiciones de este tipo.
Que no pueda haber solapes se expresa con

A10 - -D10 A-L10 A =P10
A12 - D12 A-L12 A P12
A15 - -D15 A -L15 A -P15
A17 - -D17 A-L17 A 0P17
D10 - -A10 A-L10 A -P10
D12 - -A12 A-L12 A-P12
D15 - -A15 A-L15 A -P15
D17 - 2A17 A -L17 A -P17



L10 - -A10 A-D10 A -P10
L12 - -~A12 A-D12 A P12
L15 - -A15 A -D15 A -P15
L17 - -A17 A=D17 A -P17
P10 - -A10 A-D10 A -~L10
P12 - -A12 A-D12 A -L12
P15 - -A15A-D15A-L15
P17 - -A17 A-D17 A-L17

Deberiamos también expresar la condicion de que cada asignatura tenga una y una sola
clase; esto se puede hacer, aunque en este caso no es necesario para poder demostrar la
correccion del razonamiento. Esto se debe a que

- que tenga que haber una clase para cada asignatura es una consecuencia de
las condiciones expresadas por las frases que definen el problema;

- que no pueda haber mas de una clase de la misma asignatura es una
consecuencia de lo anterior y de que las asignaturas no se pueden solapar.

Ahora queda por formalizar el resto de las frases:

L10Vv L12

(L10 A (A12V A15V A17)) Vv (L12 A (A15V AL17)) Vv (L15 A A17)

(D10 AP12) v (P10AD12) v (D15 AP17) VvV (P15 AD17)

P17 v L12 (esta altima frase formaliza el significado del “a no ser que”)

La correccion del razonamiento de demuestra de la forma habitual.
Ejercicio 32.
Demostrar los siguientes enunciados con deduccién natural. Se puede usar las reglas
derivadas y el intercambio.
(DT[tp—>-tqAs—>r1,7(qQAT)]FqQ—pAS

(2)T[~pV(rA-t),7s=>p]Fp—((qVr—-p)—s)
3)T[p—=r1sV(qVt),gq—=r,r=>-t]FpVs

Ejercicio 33.

Demostrar con deduccién natural

F((p~>(qA-T1))->p)—p



Solucion

1- (p—(@A-1))—p

2- 7p

3- “(p~>(QA-T))
4- “(tpVv(qA-T))
5- "pA-(qAT)
intercambio

6- 77p

7- p

8- “p

9- pA-p

10- -Tp

11- p

supuesto
supuesto
modus tollens 2,1
T. intercambio 3, con A—»B = -AVB

De Morgan 4 ~(AVB) = -AA-Bcont.

elim A5
elim - 6
iteracion 2
intA7,8
int-2,9
elim-10

12-  ((p—(@A"T1))—>p)—p int— 1,11

Comprobacion con tablas de verdad:

q r p—(qA-T)
\

<< <

< < < < T™Tmmm'™v

(= NO HACE FALTA llenar toda la tabla )

A=((p~(qA-T1))-Dp) A-p

F
F \'
F
F

< << <



