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Forma Canénica de Jordan (Resumen)
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En todo este resumen se asume que:
» % es un K-e.v. de tipo finito, dim(% ) = n,
» feEnd(%),
= A€ Myxn(K) es la representacién matricial de f en una cierta base % de % (en la préctica, si es

posible, Z es la base canénica).

Aligual que en el Resumen sobre Diagonalizacién de Endomorfismos, teniendo en cuenta el isomorfismo
entre End(% ) y My xn(K) (véase Resumen sobre Homomorfismos entre Espacios Vectoriales), se desarrolla
la teoria para matrices. Es decir, se trabajard con A en lugar de con f, pero el lector debe tener en cuenta
que en cualquier momento las afirmaciones son traducibles de un contexto al otro.

Aifiadir que cuando se utilice la notacién Ker((A — AI)™), con m € N, nos referimos® a

Ker((A—A)™)={u e K"|(A— A)™-u" =0}

'Obsérvese que si u € K™ entonces es de la forma (a1,...,a,) y por tanto u” es una matriz columna.



Obsérvese que Ker((A — AI)") es un subespacio vectorial de K™ y, por tanto, tiene sentido hablar de su
dimensién y de bases.

1. Planteamiento y motivacion del problema.
Véase pizarra.
2. Forma canénica de Jordan 2 x 2.

En esta seccion de realiza un tratamiento directo y especifico del problema para el caso 2 x 2. En la
siguiente seccion el problema se analiza con toda generalidad.

2.1. Caso de raices en K.

Sea A € M5x2(K). Se supone que el polinomio caracteristico de A, P4(t), tiene sus dos raices en K.
Obsérvese que esto siempre sucede si K = C. Sean A, Ao € K las raices de P4. Existe una matriz
J € Mox2(K), cuya estructura es de la forma

A0 Al
J e {( 0 Ay >,< 0 A >,d0nde)\1,)\2€K},
y una matriz no-singular P tal que
J =P AP

A la matriz J se le llama forma candnica de Jordan y a P matriz de paso. A continuacién se muestra como

determinar J y P.

= Caso diagonalizable. Si A es diagonalizable, entonces J es la representacién diagonal de A y P la
matriz cuyas columnas son la base de autovectores de A (véase Resumen sobre Diagonalizacién de

Endomorfismos).

= Caso no diagonalizable. Si A no es diagonalizable, como las dos raices de P4 pertenecen al cuerpo
base K, se deduce que

(t—N)? y dim(#4) = 1.

J=<3§>

Para la determinacién de P se puede proceder como sigue

Pa(t)

En este caso,

1. Sea w & #),
2. Sea vl = (A - M) wT.

3. Entonces P = (v1 |wT).

2.2. Caso real-complejo.

En esta subseccién se asume que A € #242(R) y que las raices del polinomio caracteristico de A son
complejas no reales. Entonces, se puede considerar que A € #ox2(R) C #5x2(C) y aplicar el resultado
de la Subseccién 2.1., en cuyo caso J es una matriz compleja no real. Alternativamente, existe una matriz
real Jg de la forma

a b
JR—(_b a>’ con a,b € R



y P, no-singular, tal que
Jg = PT1AP.

A la matriz Jg se le llama forma candnica real de Jordan y a P matriz de paso. A continuacién se muestra
como determinar Jg y P. Sean a b1, con b # 0 las dos raices de P4. Entonces

a b
JR—(_b a)’ con a,b € R.

Para la determinacion de P se puede proceder como sigue
1. Sea Byipi = {w} una base de #,1p:

2. Entonces P = (ParteReal(w)? | Partelmaginaria(w)?).

3. La forma canénica de Jordan n x n.
3.1. El polinomio minimo.

Definicién. Sea A € M, xn(K) y p(t) = amt™ + -+ - + a1t + ap € K[t]. Se dice que A es un cero de p(t)
si se verifica que p(A) = 0, donde 0 es la matriz nula en .+, (K) ; es decir, si

amA™ + -+ a1 A+ agl = 0.

. 1 1
Ejemplo. Comprobar que A = < 10 > es un cero de t2 —t — 1.

Teorema. (Caley-Hamilton)
Toda matriz cuadrada es un cero de su polinomio caracteristico. Es decir

Pa(A) = 0, YA € Myyn(K).

Definicién. Sea A € 4, xn(K). Se define el polinomio minimo de A, y se representa por m4(t), como el
polinomio de menor grado, no constante y ménico, que tiene a A como cero.

Teorema. (Propiedades fundamentales del polinomio minimo)
Sea A € Mypxn(K), entonces se verifica:

1. El polinomio minimo existe y es tinico.

2. Si A es un cero de ¢(t) € K[t], entonces m4(t) divide a q(t).
3. ma(t) divide a pa(t).

4. ma(t) y pa(t) tienen los mismos factores irreducibles.

5. Si Ay B son matrices semejantes, entonces ma(t) = mp(t).

Definicién. Sea % un K-espacio vectorial de tipo finito y f € End(%). Se define el
polinomio minimo de f como el polinomio minimo de cualquier representacién matricial de f.




Calculo del polinomio minimo: véase pizarra.
3.2. Forma canénica de Jordan J.

Teorema. (Versién Matricial)
Sea A € Mpxn(K). Sean

(= A7t = 2,

p(t) =
):(t—)\l)sl-'-(t—)\p)sp, Al,...,)\péK

t
m(

)
t
los polinomios caracteristico y minimo de A, respectivamente. A es semejante a una matrix J € ., xn,(K)

que verifica que:

(1) J esta formada por “cajas“ del tipo

1
Ai

situadas a lo largo de la diagonal principal y es resto de la matriz son ceros.
(2) Para cada autovalor \; se tiene que

(2.1) El ntimero de cajas del tipo Jy, coincide con dim(%#),) (dimensién del autoespacio)

(2.2) La suma de los 6rdenes de todas las cajas del tipo Jy, es r; (multiplicidad del autovalor en el
polinomio caracteristico).

(2.3) Existe una caja del tipo Jy, de orden s; (multiplicidad del autovalor en el polinomio minimo)
y el resto son de orden menor o igual.

(2.4) El numero de cajas del tipo Jy, de orden mayor o igual que m € N coincide con
dim(ker[(A — A\, T)™]) — dim(ker[(A — \; T)™ 1))

Teorema. (Versién Endomorfismos)
Sea % un K-espacio vectorial, dim(% ) =n,y f € End(% ). Sean

p(t) = (t =)™ (t = Ap)"™,
mt) = (t—=M)% (= Xp)*, Ao\ €K

los polinomios caracteristico y minimo de f, respectivamente. Existe una base £; de % tal que la matriz
J = H(f,PBy) verifica que:

(1) J esta formada por “cajas“ del tipo

1
Ai

situadas a lo largo de la diagonal principal y el resto de la matriz son ceros.



(2) Para cada autovalor \; se tiene que

(2.1) El ntimero de cajas del tipo Jy, coincide con dim(%#),) (dimensién del autoespacio)

(2.2) La suma de los 6rdenes de todas las cajas del tipo Jy, es r; (multiplicidad del autovalor en el
polinomio caracteristico).

(2.3) Existe una caja del tipo Jy, de orden s; (multiplicidad del autovalor en el polinomio minimo)
y el resto son de orden menor o igual.

(2.4) El ntimero de cajas del tipo Jy, de orden mayor o igual que m € N coincide con

dim (ker[(f — A\;id)™]) — dim(ker[(f — A;id)™ 1))

Observacion.

(1) A la matriz J se le llama forma candnica de Jordan de f o de A.

(2) La diagonalizacién es un caso particular de la forma candnica de Jordan.
(3) Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. A es diagonalizable

2. 51=8y=---=5,=1

3. ma(t) es producto de factores lineales simples
4

. dim(#),) =r; paratodoi=1,...,p.
(4) Sien (2.4) se toma m = 1 aparece (2.1). En efecto:
dim(ker[(f — \; id)]) — dim(ker[(f — \; id)?]) = dim(#4,) — dim(ker[id]) = dim(#},) —0 = dim(#4,).

Por tanto, el nimero de cajas del tipo J), de orden mayor o igual que 1 (es decir el nimero de
cajas) es dim(%#),).

Teorema.

= (Versién endomorfismos)
Sea % un K-espacio vectorial, dim(%) = n, y f € End(%). La forma canénica de Jordan de f
existe si y sélo si el polinomio caracteristico de f tiene todas sus raices en K.

= (Versién matricial)
La forma canénica de Jordan de A existe si y sélo si el polinomio caracteristico de A tiene todas
sus raices en K.

Observacion.

(1) Si K es algebraicamente cerrado, como por ejemplo K = C, la forma canénica de Jordan siempre
existe.

(2) Si K = R y el polinomio caracteristico tiene raices en C \ R, siempre se puede considerar que f
estéd definido sobre C y aplicar la observacion anterior. Si, por el contrario, no se quiere introducir
nimeros complejos no reales, existe una generalizacién de la forma candnica de Jordan, llamada
forma candnica real de Jordan, que permite resolver el problema perturbando un poco la estructura
de la forma candnica (pura) de Jordan (véase Seccién 5).



3.3. Calculo de la Matriz de Paso

Se expone el tema para el caso de matrices. De forma analoga, se desarrolla para el caso de endomorfismos.
Sea A € Mpxn(K)y

Pa(t) =(t =)™ - (= 2p)", ma(t) = (= A)" - (= Ap)™, Ay, Ap €K

los polinomios caracteristico y minimo de A, respectivamente. En esta situacién, existe P € ., xn(K)
tal que det(P) #0y
J=PpP'AP

es la forma candnica de Jordan de A (véase Seccién 3.2.). El objetivo de esta seccién es la determinacién
de P.

Si A es diagonalizable, sabemos que (véase Resumen sobre Diagonalizacién de Endomorfismos)
K" =%, &---@#,,, es decir K" = ker(A — M\I) @ --- @ ker(A — \pI)

y que si Xy, es una base del autoespacio #), entonces

Base Base Base
P = de de . de
P, 3% W

Si A no es diagonalizable el problema es mas complicado. En general, se verifica que para cada i:

W, = ker(A — NI) C ker[(A — AD)2] C -+ C ker[(A — \J)%] = ker[(A — A D)5 = ...

Observacion.

1. La cadena anterior de subespacios se estabiliza en ker[(A — A\;I)%], es decir, cuando el exponente es
la multiplicidad del autovalor en el polinomio minimo.

2. dim(ker[(A — A\;I)%]) = 74, es decir la dimensién del subespacio, donde se estabiliza la cadena, es la
multiplicidad del autovalor en el polinomio caracteristico.

3. Comparar 1 y 2 con el caso diagonalizable.

4. Las ecuaciones implicitas de ker[(A—\;1)*] se obtienen como sigue (véase la manipulacién del nticleo
en el Resumen sobre Homomorfismos (aplicaciones lineales) entre Espacios Vectoriales):

e Considerar la matriz B = (A4 — \,)F.
e Triangular B por filas; sea B* el resultado
T 0
e B*-| : | =| : | son las ecuaciones implicitas de ker[(A — \;I)¥] en la base canénica de K".

T 0

5. Obsérvese que a partir de las cadenas anteriores se puede deducir el polinomio minimo m 4 (t).



En esta situacién, se verifica que:
K" = ker[(A—MD*] & - & ker[(A— \I)%]
U U
U U
ker(A — \I) ker(A — A\pI)

Basandose en todo lo anterior, la matriz P se expresa como

Base de Base de
P ker[(A — \1)%1] | ker[(A = AD)]
convenientemente convenientemente
construida. construida.

Sea A, la base de ker[(A — N\I)%] convenientemente construida. Para cada \;, la base %, se
determina como se indica abajo. Para ello, y para simplicifar la notacion, representamos por A el autovalor
que se estd analizando y las multiplicidades de A, en el polinomio caracteristico y en el polinomio minimo,
por r y s respectivamente. Ademas, consideramos que la cadena correspondiente a A es:

Cadena: ker(A— M) C ker[[A—AD]? C -+ C  ker[(A—AD)]*
| | |
Notacién: N - Ny c -+ C Ny (1)
Dimensiones: dim(N;) =m; < dim(Ny)=mgo < - < dim(Ng)=ms=r

En esta situacion, para obtener la base %), se dan los siguientes pasos:

Paso-1 (Construccion)

Se obtiene una base de Vi y se extiende a una base de Na, que a su vez se extiende a una base de N3,
asi sucesivamente hasta obtener una base % de N,:
B={ ut,.. . Um;  |Umgt1y e Umy | U 1415 o Umy |
—_—

base de V;
Primer Bloque

base de Ny
Segundo Bloque

base de N,
s-ésimo Bloque

Obsérvese que my = dim(Ng) para k=1,...,s , y ademds ms = r.

Paso-2 (Reciclado)

En este paso se regenera la base 4, del apartado anterior, obteniendo una nueva base %. Se procede
como sigue (en este paso es importante indicar que el nimero de vectores en cada bloque no crece segiin
nos vamos desplazando hacia la derecha):



1. Se inicializa el proceso desde el 1ltimo bloque de vectores, donde simplemente se renombran los
vectores

B — B ={u1,. .., Uy |[Umgt1y - Umy | [Wme 141, Wing }

donde
wm571+1 = um571+1
W, = Um,
2 Se regenera el peniltimo bloque:
B1 — Bo = {ur, ... Umy | Uy gt1s s Umg o[ Wimg o1y - s Wing 3 [ Wiy 1415+ -« s Winy, }
donde

2.1. Si el bloque que se estd reciclando (peniltimo bloque en este caso) tiene el mismo nimero de
vectores que el bloque que recicla (ltimo bloque en este caso) entonces

wTj;LS,Q-i-l = (A - )\I) : wZ;LS,1+1

wk = (A=A wl

ms—1

2.2. Si el bloque que se esta reciclando (pentiltimo bloque en este caso) tiene mas vectores que el
bloque que recicla (dltimo bloque en este caso),

Bloque a reciclar:  {x1,...,%p, %p11,..., %0}
Bloque que recicla:  {(%x)1,..., (x*)g}
entonces:
2.2.1. Primero se reciclan los vectores {*1,...,%,} a partir de los vectores {(x%)1,..., (*%)¢}, tal

y como se sefiala en el paso 2.1. Es decir

Nuevo vector ¥; = (A — AI)(x%)1
Nuevo vector x; = (A — AI)(xx),
2.2.2. A continuacién, se reciclan sucesivamente los vectores sobrantes (es decir pi1,...,*y)
como sigue:
o Si {---|Nuevo vector x1, ..., Nuevo vector %y, xy;1} es linealmente independiente se to-

ma como substituto de x4y el propio vector *441. En caso contrario, se busca un vec-
tor O en N,_1 (subespacio vectorial al que pertenecen los vectores que estan siendo
reciclados) de forma que {---|Nuevo vector %1, ..., Nuevo vector %,, 0} es linealmente
independiente y substituye %441 por O.

¢ Se procede similarmente con el siguiente vector, etc., hasta agotar los vectores del
bloque que se estd reciclando.

3. Se recicla el antepentltimo bloque de vectores a partir de peniltimo bloque (es decir, a partir del
bloque que ha sido reciclado en 2.) tal y como se indica en 2.

4. Se itera el proceso hasta que todos los bloques han sido reciclados.



Al final de este proceso la base que se obtiene es

B ={w1, ..., W, | Wiyt -+ Wing |+ [Wina 41 - s Win, -

Paso-3 (Reordenacién)

En este paso se reordenan los vectores de la base 9?, del apartado anterior, obteniendo la base %). Se
procede como sigue:

La base obtenida en el paso 2 es B = {w1, ..., W, | Wmy+1,- s Wiy |+ [Wmy 141, -+, W, }. La nueva
base se obtiene colocando en primer lugar los primeros vectores de cada bloque, en segundo lugar los
segundos vectores de cada bloque, etc:

%J)\ — {UJl, wm1+17 wm2+17 cee 7wms,1+l‘w27 wm1+27 wm2+27 o 7wm571+2| tte }

Ejemplo. Considérese que, en (1), la situacién es

N C Ny C N3 C Ny C N5

\ \ \ \ \
dim(Ny) =6 < dim(Ny) =10 < dim(N3) =13 < dim(Ny) =16 < dim(N5) = 19

Paso-1 (Construccién). Se obtiene una base de Nj y se extiende a una base de Na, que a su vez se extiende
a una base de N3, asi sucesivamente hasta obtener una base % de Ns:

B={ wi,...,v6 |vr,v8,09,v10 | ---|v17,018,019 }

base de Ny
Primer Bloque

base de Ny
Segundo Bloque

base de N5
Quinto Bloque

Paso-2 (Reciclado). Paso a paso

» {v1,...,06|v7,...,v10]| V11, V12, V13 | V14, V15, V16 | W17, W1g, W19} donde
w1t = V17
w1g = V18
w19 = V19

» {v1,...,06|v7,..., V10| V11,012, V13 | W14, W15, W16 | W17, wig, w19} donde

wig = (A — ADwy7r
Wiy = (A — )\I)wlg
Wi — (A — )\I)w19



w {vr,...,06|v7,..., 010 | W11, W12, W13 | Wi, w15, Wi | W17, Wi, w19} donde

w11 = (A — )\I)w14
w1 = (A - )\I)w15
w13 = (A — )\I)wlﬁ

» {v1,... 6 [ W7, ws, wo [v10|| wi1, wiz, wig | wig, wis, wie | wi7, wis, w9} donde

w7 = (A — )\I)wn
wg = (A — )\I)wlg
w9 = (A — )\I)wlg

= {v1,...,06 | Wy, w8, Wy, W1o | W11, w12, w13 | w14, w15, Wie | W17, Wi, w19} donde wig es elegido como
sigue:
e Si{vy,...,v|wr,ws, wg,vip} son Li. entonces wig = v
e Si {vi,...,v6| w7, ws, w9, v10} son ld. se busca wyy € Ny de forma que
{v1,...,v6 | w7, ws, wg, w1p} sea base de Nj.

» {wi, w2, ws, Wy [vs, Ug || wr, ws, wo, wio [ wir, wiz, w13 | wia, wis, wie | wi7, wis, wig} donde

w1 = (A — )\I)w7
wg = (A — Al)wsg
w3 = (A — )\I)wg
wy = (A — ADwio

o {wr, we, w3, wa, W5, We | w7, ws, we, wio | w11, w12, w13 | W14, w15, w16 | W17, W18, w19} donde ws, we
son elegidos como sigue:

e Si {wy,ws, w3, wy,v5} son Li. entonces ws = vs

e Si {wy,ws, w3, wy,v5} son l.d. se busca ws € Ny de forma que {w, we, ws, wy, w5} sean Li.

o Si {wy,ws, w3, wy, ws, v} son Li. entonces wg = vg

o Si {wy,wy, w3, ws, ws,ve} son l.d. se busca wg € Ny de forma que {wq, w, w3, wy, ws, we} sea
base de Nj.

Paso-3 (Reordenacion). La base es

B = {w1, w7, w11, W4, W17 | W2, ws, W12, W15, W18 | W3, Wy, W13, W16, W19 | Wa, Wig | ws | we }.

10



La parte A de la matriz J es

S O OO >
S OO >
S O > = O
S > = OO
> = O O O

A1 00 0
0Ax 100
00 A 10
000 A1
7o 000 0 A
X100 0
0A 100
00 AXT10
000 A 1
000 0 A
Al
0 A

3.4. Forma canonica real de Jordan Jg.

Sea A € Myxn(R) C Mpxn(C). Siempre existe la forma candnica compleja de Jordan Jc de A. Si
A € C\ R es un autovalor de A, se verifica que

1. X también es autovalor de A.
2. La estructura de cajas asociadas a A es la conjugacién de la estructura de cajas asociadas a \.

3. La base de Jordan %), asociada a A, es la conjugacién de la base de Jordan %5 asociada a . Es
decir

B = B
SUpongamos que i1, . .., frs Al -+, As, A, - -, As son los autovalores de A con

1. ,ul,...,,uTGR
2. )\1,...7)\5€C\R

Entonces, existe una expresién matricial real, que se llama forma candnica real de Jordan, semejante a A.
De manera mas precisa, si la forma candnica compleja de Jordan, J¢, ha sido ordenada tal que

» primero aparecen las cajas correspondientes a f;

11



= segundo aparecen las cajas correspondientes a \;

= por iltimo, aparecen las cajas correspondientes a )\7]
Jr (la forma canénica real de Jordan) se obtiene a partir de J¢ haciendo los siguientes cambios

1. las cajas correspondientes a los autovalores reales no varian,

2. si \j = aj +b;j i, cada caja

Ajo 1
A1
Aj
se substituye por otra de doble tamafio, donde
A\ aj b
= ); es reemplazado por
—bj a;
10
= 1 es reemplazado por 1
= 0 es reemplazado por 8 8

3. las cajas correspondientes a los autovalores )\7 se eliminan.
La obtencién de la base %y, es como sigue. Sea
By =By, U+ UBy, UB\, U+ UBy, UBy-U--- U By

Si
‘@)\j = {'Uj71, oo vjmj}

definimos
%}‘\J, = {ParteReal(vj,1), ParteImaginaria(v;1), . .., ParteReal(v; 5., ), Partelmaginaria(v; ;) }.

En esta situacién

By =By U---U B, UBL U---UZB,.

3. Exponencial de una matriz

En esta seccién se introduce la nocién de exponencial de una matriz, asi como algunas propiedades
y se muestra como se calcula. La exponencial de una matriz aparece de manera natural en la resolucién
de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias. En este desarrollo aparecen series numéricas
y series de potencias, conceptos que se estudian en la asignatura de Calculo 1.

3.1. Definicion y propiedades de exponencial de una matriz.
Definicién. Sea
A= : : € Mpxn(R).
an,1 - Gpn

12



Se define la exponencial de A (se representa por ), como

k>0
Es decir, si AF = (a; (k ))1<”<n entonces
k k
B o
k>0 kI k>0 "k
e = . :
(k) (k)

Zk>0 k:' Zkz>0 aZ'n

Observacion.

1. Obsérvese que aEf}) # aﬁ j Es decir, ag,kj)

de Qjj-

es el elemento (4, j) de la matriz A* y no la potencia k-ésima

(k)
2. Se demuestra que las series ) ;- G}Tf son convergentes y por tanto e € .4, x,(R).

Definicién. Se define la funcién matricial exponencial como

E: R — Myxn(R)
A k
ty el = > k>0 tok'

En general, se escribird F(t) o bien e*4.

Proposicion.

1. E es continua en R

2. E es derivable en R y (et4) = A-et4 = ¢4 . A
@ =1

6tA —tA .

es invertible y (e!4)™! =e

Si A- B = B- A entonces el(A+B) = ¢tAgtB

A o

SiA=P.J-P!entonces etd = P.¢et/ . P71,

4.2. Caso diagonalizable

En esta seccién, se asume que la matriz A € ., x,(R) es diagonalizable sobre R. Supdéngase ademads
que D = P~1. A. P siendo
A1

D=
An

donde, eventualmente, algunos ); pueden coincidir. Entonces A = P- D - P~! y por tanto (véase Hoja 4
de Problemas) se tiene que A¥ = P . D¥. P~1. En esta situacion,

A p. Z (tD)k pl_

!
=0 k!

13



k>0 e)\lt
=P P—l —p P_l
Z (t)\n)k 6)\"t
!
k>0 k
Por tanto,
Teorema. Si A es una matriz diagonalizable sobre R, con autovalores A1, ..., A, (contados con multi-
plicidad) y P es la matriz de paso de A a D, entonces
e)\lt
P.P.pl—_p. .pL,

4.3. Caso 2 x 2.
En la Seccién 2, se ha estudiado la forma candnica de Jordan y la forma candnica de Jordan real de
una matriz real 2 x 2. Ahora se analiza el cdlculo de la matriz exponencial. La matriz A € #52(R) es

semejante a una matriz real del tipo

1. J; = ( >(\)1 )E) > [Autovalores reales, no necesariamente distintos: A1, A9
2

2. Jp= ( )E)l )\11 > [Autovalores reales iguales (caso no diagonalizable): A;]

3. J3 = < _Cg 2 ) [Autovalores complejos no reales (necesariamente distintos): a =b1i (b # 0).]

Es decir, A = PJ;P~'. Entonces, e!4 es (utilizando la notacién .J; introducida arriba)

etA _ PetJiP—l

At
1. et = ( 601 e)(‘)?t >
5 etJQ _ ( €>\1t te)qt >
0 et
e cos(bt) e sen(bt)
—e%sen(bt) e cos(bt)

4.4. Caso general.

En esta seccién se asume que A € #,x,(R) v que todas las raices del polinomio caracteristico de A
son numeros reales. Entonces, existe la forma canénica J de A. Por tanto, existe P, matriz invertible, tal
que

J =P AP
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Supongamos que J se expresa como

J:
Js

donde J; son cajas de Jordan. Es decir, J; es de la forma

A1
Ji =
1
A
para algin A € R. En esta situacién, se verifica que
etJl
t=p p!
tJs

Por tanto, todo se reduce al cdlculo de matrices exponenciales del tipo

A1
e'* donde Jy = R con A € R.
S
A
Para ello, se descompone J) como
Dy Sx
A0 0 1
Jn = + = D)+ Sy
0 1
A 0
Como D) es diagonal, se verifica que
D)S)\ = S\D,.

Por tanto, aplicando las propiedades de la matriz exponencial (véase Seccién 4.1.), se deduce que

etJ)\ — et(D)\JrS)\) — €tD>‘6tS/\.

Finalmente, utilizando que Sy es una matriz nilpotente, se concluye que

2 3
1 ¢+ & t©
VI 2 3l

t2
o — Lt 5
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4.5. Caso real-complejo.

En esta subseccién se generaliza, al caso n x n, el estudio realizado en la Subsecciéon 2.2. Sea A €
Mpxn(R). Supdéngase, ahora, que NO todas las raices del polinomio caracteristico de A son nimeros
reales. En esta situacién, A NO tiene forma candnica (pura) de Jordan sobre R. Se recurre, por tanto,
a la forma candnica real de Jordan Jg; véase Subseccién 3.4. Sabemos, entonces, que A admite una
descomposicion del tipo

Jg = P1AP
donde Jg se expresa como
Jreal
1
Jreal
JR = 3 compl.
compl.
m

y donde J{eal son cajas reales de Jordan y J; ompl gon cajas complejas de Jordan. Es decir, Jireal yJi ompl.
son de la forma

Al E 1

A E

para un autovalor real A € R, en el caso de Jireal, y para algin autovalor complejo A =a+bi € C\ R,

1.
en el caso J oMP

i . En esta situacion, se verifica que

eteral

etjgeal

etA - P thompL Pil
e’“1

thompl.
etdm

. real , . .
Ya se ha estudiado como calcular ¢'’i" . Por tanto, todo se reduce al cdlculo de matrices exponenciales
thompl.

del tipo ™ . De forma mas precisa, sea A\ =a+bi € C\Ry

E I

compl. __ . a b . 1 0
Jj = S ,dondeE-(_b a)’I_(O 1)

E
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Razonando como en el caso real, se decompone J

compl.

J como
Sx
o2 00
E 0 0 0
Jjgompl. _ + _ D/\ + S,\
I
0 0
0 0
Se deduce que
etJjompl‘ — ot (Da+Sy) — ot Dt S
Finalmente, se concluye que
2 3
B . I 51 %1
CS
t2
ot It &I
0
Res I tl
1
donde
e cos(bt) e sen(bt)
Res =

—e%sen(bt) e cos(bt)
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