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En lo que sigue, se asume que ¥ es un espacio vectorial real; existe una teoria paralela con espacio
vectoriales complejos que da lugar a los espacios unitarios. No obstante, en esta asignatura no se desarrolla

ese tema.

1. Conceptos basicos.

Definiciéon. Sea ¥ un espacio vectorial real y F' una forma bilineal sobre #'. Se dice que F es un

producto escalar sobre ¥ si F' es simétrica y su forma cuadratica asociada es definida positiva.




Notacién. En lo que sigue, si F' es un producto escalar sobre ¥ se utiliza la notacién:

< >p: VYx¥V — R
(u,v) +— <u,v>p= F(u,v).
Si no hay problemas de ambigiiedad, se utilizard < > en lugar de < >p.

Definicién. Un espacio euclideo es un par (¥,< >) donde ¥ es un espacio vectorial real y < > un
producto escalar sobre ¥

Observacién. [El espacio euclideo usual]
Es fécil demostrar que (R", < >,), donde

< >y VXV — R
n
(@1 @)y W) < (@1 @0)s (U1, Y0) >u= Y @it
i=1
es un espacio euclideo. A (R, < >,) se le llama espacio euclideo usual y a < >, producto escalar usual.

Las nociones de espacio euclideo usual y producto escalar usual se extienden de forma directa a los espacio
vectoriales reales Myxm(R) y Ry [t].

Proposicién. Sea (¥, < >) un espacio euclideo, entonces se verifica:

L) VANpeRyVYuv,we?, <Au4pv,w>= A< u,w>+pu < v,w >.

2) VN ERyVYu,v,w e, <u, v+ pw >= A< u,v>+p < u,w >.
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(1)
(2.)

(3) Yu,ve?, <uv>=<v,u>.
(4.) Yue ¥\ {0}, <u,u>>0.

(5.)

5)Vue?, <0,u>=0.

Definicién. Sea (7, < >) un espacio euclideo. Se define la norma en (¥, < >) como la aplicacion:

l: v — R
u — lu|| = +/<u,u>.

Asimismo, se define la distancia en (¥, < >) como

d: Vx¥vV — R
(u,v) +— d(u,v) = |lu—2|.

Observacién. Obsérvese que

1.) la nociones de norma y distancia estan bien definidas,

2) |ul] =0<=u=0,

1) d(

u,v) = d(v, u),
(u,v) =0 <= u=w.

d
d

(1)
(2.)
(3:) [[Aull = Al - [l
(4.)
(5.)



2. Ortogonalidad

Teorema. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
Sea (¥, < >) un espacio euclideo. Entonces,

YV u,v € ¥, se verifica que | < u,v > | < ||luf [Jv]|.

En virtud del teorema anterior se introduce la nocién de dngulo como sigue:

Definicién. Sea (¥,< >) un espacio euclideo y u,v € ¥ \ {0}. Se define el dngulo que forman los

vectores no nulos u y v como
<u,v >
Z(u,v) = arc cosjy x| (’) .

[l [l

Definicién. Sea (¥, < >) un espacio euclideo y u,v € ¥. Se dice que los vectores u y v son ortogonales
si < u,v >=0.

Observacion.
(1.) 0 es ortogonal a cuaquier vector.

(2.) La ortogonalidad en (¥, < >) se representa como ulv o como ul o swv.

Proposicién. Toda coleccion finita de vectores no nulos de un espacio euclideo, ortogonales dos a dos,
es linealmente independiente.

Definicién. Sea (¥',< >) un espacio euclideo y # un subespacio vectorial de #. El complemento
ortogonal de # se define como:

WE={ue?| <uv>=0Yve ¥}

Proposicién. Sea (7, < >) un espacio euclideo y # un subespacio vectorial de 7, entonces #* es un
subespacio vectorial de 7.

Proposicién. Sea (¥, < >) un espacio euclideo de tipo finito y % un subespacio vectorial ¥, entonces

V=W DYt

Proposicién. Sea (¥, < >) un espacio euclideo y # = L({vi,...,v,}) C ¥, entonces

WEt={ve¥| <vu;>=0Vie{l,...,r}}

3. Proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schimdt

3.1. Bases ortonormales y bases ortogonales

Definicién. Sea (7, < >) un espacio euclideo de tipo finito.

(1.) Se dice que una base # = {uy,...,u,} es ortogonal si < u;,u; >= 0 para todo i,j € {1,...,n} con

i j.



(2.) Se dice que una base # = {uy,...,u,} es ortonormal si es ortogonal y Vi € {1,...,n} se cumple
que ||u;]| = 1.

3.2. Planteamiento

Se trata de resolver el siguiente problema.

Dado un subespacio vectorial #  de un espacio euclideo (¥, < >) de tipo finito, deter-
minar una base ortonormal de # .

3.3. Proceso

A continuacién se expone el método de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt, que resuelve el problema.
El proceso consta esencialmente de dos partes. En la primera se obtiene una base ortogonal de # y en
la segunda se determina la base ortonormal. La descripcién que se hace del método da las ideas bésicas
y a partir de ellas (si se desea) se pueden encontrar férmulas cerradas.

1. (Paso inicial) Determinar una base {ui,...,u,} de # .

2. (Paso de ortogonalizacién)

2.1.
2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

{uj, ...

uj =g

us := uz + Ajuj donde A\ es un parametro indeterminado. A partir de la ecuacién
< wuy,ul >=0

obtener Aj. Substituir el valor de A\ en la expresién anterior para conseguir el vector uj.
uz := u3 + Aju] + Aquj donde i, A2 son parametros indeterminados. A partir del sistema de
ecuaciones lineales

<uj,ul >=0
<ui,uy >=0

obtener A1 y Ao. Substituir el valor de A1 y A2 en la expresién anterior para conseguir el vector
uy i= ug + Au] + Aaud + Aquj donde Aq, Az, A3 son pardmetros indeterminados. A partir del
sistema de ecuaciones lineales

<uj,ul >=0

<uy,uy >=0

<uj,uy >=0

obtener A1, Ao ¥ A3. Substituir el valor de A1, As y A3 en la expresién anterior para conseguir
el vector uj.

Repetir el proceso hasta obtener u;.

,ur} es una base ortogonal de #.

3. (Paso de normalizacién)

(a1, ..

. uj . U
Up i= ey Up 1=
a7 gl

., Uy} s una base ortonormal de %



4. Factorizacion A=QR

4.2. Planteamiento

En lo que sigue se considera una matriz
A€ Mpuxn(R) vy 1g(A) =n<m.

FEn esta seccion, se presenta el método de factorizacion QR de Gram-Schmidt; existe un método alterna-
tiva, denominado método de Householder, que no se desarrolla en este resumen. Para ello, previamente
recordamos que una matriz Q € .#.«,(R) se dice que es ortogonal si Q QT = I (véase [Resumen so-
bre Analisis Matricial]). En particular se cumple que si @) es ortogonal, entonces det(Q) = £1 y que
QT = Q7'. Un propiedad importante sobre matrices ortogonales es la siguiente caracterizacién.

Teorema. Sea @ € #,«,(R). Las siguiente afirmaciones son equivalentes
1. @ es ortogonal.
2. Las columnas de @) forman una base ortonormal de (R", < >,).

3. Las filas de @ forman una base ortonormal de (R", < >,).

La factorizacién QR de Gram-Schmidt proporciona una factorizacién de A de la forma

’Col. ortonormales.‘ ’Triang. Sup. Regular‘
\: \:
A= Q X R
T T

mientras que la factorizacién QR de Householder proporciona una factorizacion de A de la forma

’ Ortogonal‘ ’Triang. Sup. ‘
1 3
A= Q X R
T T
m X m mXxn

Observacion.

1. En el caso cuadrado, m = n, las dos factorizaciones coinciden.
2. Si A € M, «»(R), no-singular, y se conoce una factorizacién QR, para resolver el sistema A -z =b

basta resolver el sistema triangular R -z = QTb.

4.2. Método QR de Gram-Schmidt.

Sea A € Mpmxn(R), 1g(A) =n < m, (es decir, las columnas de A son linealmente independientes) entonces
existen



" Q € Mpuxn(R) con columnas ortonormales

» R € Mpxn(R) triangular superior invertible

tal que
A=Q- R

Las columnas de @ son el resultado de aplicar el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt a las
columnas de A y las columnas de R son las coordenadas de cada columna de A respecto a las columnas

de Q.
5. Diagonalizacién mediante transformaciones ortogonales

5.1. Teorema Espectral

Teorema Espectral. (Caso simétrico)
Toda matriz real simétrica es diagonalizable. Es mads, siempre se puede diagonalizar de forma que la
matriz de paso sea una matriz ortogonal.

5.2. Proceso

Sea A € Mypxn(R) simétrica. Se obtiene una matriz diagonal D y una matriz ortogonal P tal que
D =P 'AP =PTAP.

1. Obtener P4(t); supéngase que P4(t) = (t — A1)™ --- (t — As)™ (el Teorema Espectral asegura que
Alyenny Ag ER)

2. Calcular una base %), de cada autoespacio #j,.

3. Aplicar el Proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt a cada una de las bases %), respecto
al producto escalar usual. Sea %’i el output correspondiente a %), .

%)\1 — @i‘l
@AS — %J‘S
4. Sea B} ::%’flu---u%i
5 P:= M(BL, B.)y
A
D =
As

7. Proyecciones ortogonales.

En toda la seccién, por simplicidad, asumimos que (¥, < >) es un espacio euclideo de tipo finito,
con ¥ uno de los espacios vectoriales prototipo y < > el correspondiente producto escalar usual.
6.1. Conceptos y resultados basicos.

Sea (7,< >) un espacio euclideo de tipo finito y sea # un subespacio vectorial de ¥". Entonces,
seguin se ha visto en la Secciéon 2, ¥ se puede expresar como

V=W



Esto implica que si uw € ¥, como ¥ = # + # -, existen u; € # y us € #* tal que

vector de #  vector de ¥+
—— —

U = (251 + U2
~— ~—
Proy . (u) Proy., 1 (u)

Es més, teniendo en cuenta que # N #+ = {0}, se demuestra que esta descomposicién es tnica!. En
esta situacién a u se le llama proyeccién de u sobre # y se representa como Proy.,, (u).

Teorema de aproximacién éptima. Sea (V, < >) un espacio euclideo de tipo finito, sea u € ¥y sea
# un subespacio vectorial de ¥. Entonces, la mejor aproximacion de u en # es Proy,, (u). Es decir,

[lu = Proyy (u)|| = min{{lu — wl|[w e #'}

6.2. Matriz de Gram.

Sea (¥,< >) un espacio euclideo de tipo finito y {vi,...,v,} vectores linealmente independientes.
Se define la matriz de Gram asociada a {vy,...,v,} como la matriz r x r
<wvp,vr > - < 0,0 >
< Vp,01 > o0 < Up,Up >

La matriz de Gram se puede visualizar como la representacién matricial de producto escalar < > res-
tringido a # = L({vi,...,v,}); véase [Resumen sobre Formas Bilineales y Cuadréticas]. Se deduce por
tanto que el determinante de la matriz de Gram, asociada a una coleccién de vectores linealmente in-
dependiente, es no nulo. Este hecho también se puede razonar como sique. Consideramos la ecuacién
vectorial

AU1 + -+ Ay =0.

Entonces
< Mvr+ - F Ao, >=< 0,0, >=0, 1=1,...,r

Por tanto,
A <vL,vp >4+ N <v,v>=0,1=1,...,7.

Matricialmente, se obtiene el sistema homegéneo

<v,vr > e < U,0 > A 0
< Vp,v1 > o < Up,Up > A 0
Como {vi,...,v,} son Li., la tinica solucién es la nula. En consecuencia el determinante de la matriz de

Gram es distinto de 0.

Teorema. El determinante de la matriz de Gram, asociada a una coleccién finita de vectores linealmente
independiente, es distinto de 0.

'En efecto, si existiese otra descomposicién u = v1 +wv2 con vy € # y va € W+ entonces u1 +us = u = vy + v2. De donde
Ul —v1=—ust+wv EXNYWL = {0}. Se deduce entonces que u1 = vy y uz = vs.



6.3. Obtencién de Proy,, (u)

Sea By = {v1,...,v,} una base de #'. Entonces, como Proy,, (u) € #, existen \1,..., A\, € R tales que
Proyy (u) = Av1 + -+ -+ Ao, ;Como obtener A;?

Teniendo en cuenta que u = Proyy, (u) + Proy,, . (u), se tiene que

<wu,v; > = < Proyy(u),v; >+ < Proyy . (u),v; >

< Proyy (u),v; > [Proy, . (u) € #+ y v € #]
< AMvr 4+ Aop, v >

= M <v,v >+ F A <vp,v >

Matricialmente
Matrix de Gram
<u,vi > <wvi,vr > o0 < U1, > A1
< u,vp > < Vp,v1 > o < Up,Up > Ar

Por tanto, teniendo en cuenta que %y es una base, la matriz de Gram es no singular y se deduce que

-1
A1 <v1,v1 > 0 < U1,Ur > <u,v; >
Ar < Up,v1 > - < Up,Up > < u,vp >
Si tomamos una base %’7; ={wi,...,w,} ortonormal de #', entonces la matriz de Gram es la identidad

y la igualdad anterior se traduce en

A1 <u,w; >

Ar < u,w, >

Se obtienen asi dos métodos para conseguir Proy, (u).

Opcién-1: Sea u € ¥ y # un subespacio vectorial de un espacio euclideo (¥, < >).
1. Determinar una base By = {v1,...,v,} de #.
2. Construir la matriz de Gram asociada a #; la llamamos G.
3. Sea (Ar,..., M) =G Y <uvr >,...,<uv, >)T

4. Proyy (u) = Ao + -+ + Apoy.

Opcidén-2: Sea u € ¥ y # un subespacio vectorial de un espacio euclideo (¥, < >).
1. Determinar una base By = {v1,...,v,} de #'.

2. Aplicar el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schimdt, respecto a < >, a By . Sea ,%’VL/ =
{wi,...,w,} la base ortonormal obtenida

3. Proyy (u) =< u,w; > wi + -+ < u,w, > wy.



6.4. Matriz de proyeccién

Consideramos ahora el espacio euclideo usual (¥, < >) = (R",< >,) y # un subespacio vectorial de
R™, con dim(#') = r; las ideas que aqui aparecen se pueden extender al caso méas general de espacios
euclideos de tipo finito. Sea Proy., la aplicacién

Proy, : R* — V4
u — Proy,(u)

La aplicacién Proy,, es de hecho un homomorfismo. Sea %y una base de #. Sea A € #,,«»(R) la matriz
cuyas columnas son los vectores de %y . Entonces (aqui, por simplicidad en la notacién, X representa
al vector de R™ escrito como columna en lugar de como tupla (fila), como se ha hecho en los capitulos
anteriores; véase en particular el [Resumen sobre Espacios Vectoriales]):

Proy, : R* — W
X +— Proy,(X)= AATA) AT X
D e e

Matriz de Proyeccién

Observacion.
1. Veamos que la afirmacién anterior es correcta. Sean Aq,..., A, las coordenadas de Proy, (X) res-
pecto a By = {v1,...,v,}. Entonces
Proy, (X) = Av1 + -+ Apop
A1
= A :
>\r
< X,v1 >
= AG™! : G es la matriz de Gram de %y
< X,v, >
= AGATX

= A(ATA)1ATX

2. Obsérvese que, como se trabaja con < >, se cumple que AT A es la matriz de Gram asociada a
By y por tanto es invertible.

3. La matriz de proyeccién no varfa al cambiar la base de # utilizada.

En efecto, sean %, y %7, dos bases distintas de #'. Sea M = .#(%,,,%y) € Mrxr(R)
la matriz del cambio de base. Obsérvese que det(M) # 0. Sea A; la matriz cuyas columnas son las
coordenadas de los vectores de %’% i = 1,2, respecto a B, de R™. Entonces, Ao = A; M. Ahora

Matriz de Proy. de 33?,,

Ag(AT A)71AT = A M(AIM)TA M) (A M)T
AM(MTAT A M)~ MT AT
AIMM (AT A) =Y (MT) T MT AT
= Ay(ATA) AT

Matriz de Proy. de %’}W




4. Sila base 93; es ortonormal entonces la matriz de Gram AT A es la identidad y la correspondiente
matriz de proyeccién se expresa como AI"TAT = AAT.

7. El problema de minimos cuadrados
En toda la seccién, se trabaja con el producto escalar usual.

7.1. Planteamiento.

En esta seccién, por simplicidad en la notacion, los vectores de R™ y R™ los representamos como
columnas en lugar de tuplas (filas) como se ha hecho en los capitulos anteriores; véase en particular el
[Resumen sobre Espacios Vectoriales].

Se considera el problema de resolver el sistema de ecuaciones
Ax=Db donde A € M xn(R) y b € R™. (1)

Sirg(A) = rg(A|b), el sistema tiene solucién(es) y ya se ha estudiado como determinar dichas soluciones;
véase [Resumen de Andlisis Matricial]. Nos centramos, por tanto, en la situacién en la que el sistema (1)
no tiene solucién, es decir rg(A) # rg(A|b). En este caso, buscamos s € R™ tal que el error cometido sea
minimo. Es decir, se busca s € R” tal que

|As — bl < ||Ax — bl|, ¥Yx € R".
A la solucién, o soluciones, del problema anterior se les llama solucién(es) por mimimos cuadrados de (1).
7.2. Resolucién.
Sea #4 el subespacio de R™ generado por las columnas de A
Wy ={Ax|x € R"} CR™.

Buscamos s € R" tal que || As—b||, < ||Ax—b||,, para todo x € R™. Aplicando el Teorema de aproximacién

6ptima (véase Seccién 6.1.), sabemos que
s = Proyy, (b).
Por tanto, la(s) solucién(es), por minimos cuadrados, de (1) son las soluciones del sistema compatible
Ax = Proyy,, (b).

En consecuencia, bastaria con resolver el sistema anterior. No obstante, aplicando los resultados de la
Seccién 6, se puede dar una descripcién alternativa de la(s) solucién(es). Veamos que la(s) solucion(es),
por minimos cuadrados, de (1) son las soluciones del sistema de ecuaciones (a estas ecuaciones, se les
llama ecuaciones normales de (1)) A” Ax = A”b. En efecto,

Si a es una solucién del sistema Ax = Proyy,, (b), entonces b — Aa € #-. Por tanto,
AT (b — Aa) = 0. Es decir, ATb = AT Aa, de donde se deduce que a es una solucién de las
ecuaciones normales.

Sea a una solucién de las ecuacionoes normales. Entonces AT (b — Aa) = 0. Por tanto,
(b — Aa) € #/i-. En esta situacién, b se puede expresar como

b= Aa + (b— Aa) .

vector de %4 vector de WX

Como estd descomposicién es tnica (véase Seccién 6.1.) se decude que

Aa = Proyy, (b)
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De todo ello, se deduce el siguiente teorema

Teorema. El conjunto de soluciones, por minimos cuadrados, de (1) es el conjunto de soluciones del
sistema

AT Ax = ATb.
Si las columnas de A son 1., es decir si rg(A) = n, entonces AT A es invertible (es la correspondiente
matriz de Gram, véase Seccién 6.2.) y, por tanto, se deduce el siguiente resultado.

Teorema. Sirg(A)=n, (1) tiene una tinica solucién por minimos cuadrados y es s = (A7 A)~1ATb.
7.3. Utilizacién de la factorizacién QR.

En esta seccién, se asume que las columnas de la matriz A € 4, xn(R), en (1), son Li., o equivalen-
temente, rg(A) = n. Es decir, estamos en las condiciones de la Seccién 4.2. y en consecuencia podemos
calcular una descomposicién QR como alli se indica. Sea A = QR. Entonces, utilizando el dltimo teorema,
se deduce que la solucién s es

(QR)(QR) "' (QR)"b
= (RTQTQR)'RTQ"D

— (RTR 1RTQTb

= R (RT)—lRTQTb
= R'Q"b

S

las columnas de @ son ortogonales y Q7 Q = I
es la correspondiente matriz de Gram

Por tanto, se verifica el siguiente teorema

Teorema. El sistema (1) tiene una tinica solucién por minimos cuadrados y es s = R~'Q7b.
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