. CALCULO I ( 1° GIEAI). CURSO 2016-17.
SOLUCIONES PRACTICA BLOQUE 3: Transformada de Laplace, Sucesiones y Series.

1. Estudia para qué valores de p € R se verifica que las siguientes integrales son convergentes:

(a) /;oxlpdx (b) /lelpdx (©) /Oooxlpdx

(a) p>1 (b) p<1 (¢) Siempre es divergente

2. Calcula las integrales impropias que converjan:

(a) /:0 m dxz  (b) /_Oo xe® dx (c) /_O:o e~ 17l dg
(d) / Z ﬁ i (o) /_ _cos(ma)de (1) /3 i \/%7_9 dx

(2) /Oer \;s:% dx (h) /OOO cos® x dx (i) /Ooo m dx

(@) 1 (b) -1 (c) 2
(d) 3 (e) mno converge (fy 4

(g) 2 (h) no converge (i) =«

3. Comprueba que la siguiente integral impropia converge:

T 2 cos?
3 dx
1 x5 +1

Basta observar que cos?z <1y Til < ;7127 y utilizar el teorema de comparacién.

4. Encuentra las transformadas de Laplace de las siguientes funciones:
(a) t+4 (b) a+bt+ct? (c) A3 +¢2
(d) ce @ttt (e) sen 7t (f) cos(wt + 0)

(g) sent (h) cos? wt (i) e lcost

= Los apartados a) ...e) se resuelven aplicando el principio de linealidad para la transformada de
Laplace y las transformadas que aparecen en la tabla. Fijate en que ce ™%t = cele= .

= Para f) utiliza que cos(z+y) = cos(x) cos(y) Fsin(z) sin(y). Para g) y h) es necesario tener en cuenta
que

9 1+ cos 2z . 9 1 —cos2z
cos*xr = ———— sin“x = ————
2 2
junto con el principio de linealidad.
= Finalmente, i) se resuelve con la primera férmula de traslacién: como L(cost) = %H = F(s),
s
1
entonces L(e tcost) = F(s — (1)) = ﬁ
1 4 a b 2 24 2
— 4= b 2L 4= =42
(&) S2+S (b) s+52+33 (©) s4+53
b
ce 0 scosf —wsend
d — )y ———+—
(d) P () o (f) e
1 s 1 s s+1
-2 h) —+ " i -
® 555218 M taEyser O Groraa



5. Halla la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

(a) 1—2u(t—1) (b) tet (c) Te Stu(t —6)
(d) €27t cos(27t) (e) (t—PBu(t—rc) (f) wu(t—2m)sent

= a) usar linealidad y la transformada de la funcién escalén.
= b) andlogo al apartado i) del ejercicio anterior.
= ¢) por linealidad £ (7e™ " u(t — 6)) = 7L (e ~*'u(t — 6)). Tenemos
1 _6 3
F(s)=L(u(t—6))=—-e "
s
1

y usamos la primera férmula de traslacién: F'(s — (—=5)) = 5
s
7.

= d) hay que utilizar la primera férmula de traslacién.

—6(

s+5) No olvides multiplicar por

= ¢) Pensando en usar la segunda férmula de traslacion, suma y resta ¢ dentro del paréntesis:
t=PRut—c)=(t—c—F+c)ult—c)=(t—c)ult —c) + (¢ — Pu(t — ¢)

y usa el principio de linealidad.

= ) ayuda: sin(t) = sin(t — 27) y usar la segunda férmula de traslacién.

(a) % - %e—s (b) G j 7 (©) - j_ e 6(s+5)
O e © (350 0w
6. Encuentra la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones:
® ® 55
©) —G7F ?;?.:;S:)(_SS 5 @ i(e_w —e)

A la vista de la tabla de transformadas inversas, en a), b) y ¢) los cocientes hay que escribirlos como suma
de fracciones simples. En d) hay que usar la transformada inversa de la funcién escalén.

= Por ejemplo, en a)
s+5  5/3 —2/3

s(s+3) s s+3

entonces

() (e (2) e () e ()2 ()

y de ahi se tiene la solucién que aparece abajo.

= b) y ¢), d) similares al apartado a).
(a) —5+ 23 (b) cost— 2sent

() 2e ' —3e % +sent—cost (d) u(t—a)—u(t—p)

7. Usa la transformada de Laplace para resolver los siguientes problemas de valor inicial:

(a) 2’ =x+sent, x(0)=0 (b) 2’ =0,1x —e 93t 2(0)=1,25
() o =—-a4ut—1), 2(00=0 (d) z'=bx+ate’, x(0) =z

(a) x(t)=3e' — Scost—isent (b) z(t) =

Nt

03t _ %eo,u

() z(t)=(1—eHu(t—1) (d) z(t) = (zo + 2at?)e’



8. Usa la transformada de Laplace para resolver los siguientes problemas de valor inicial:

(a) 2" +32' +2x=¢"3, 2(0)=0, 2/(0)=0 (b) "+ 32’ +x=cost, x(0) =0, 2/(0) =0

(a) z(t)=get+ie 3 —e (b) a(t) = — 8VI5 -5t sen(‘/Tﬁt) +2sent

9. Calcula los siguientes limites de sucesiones:

nd—1 . nn2 +1 . 3 —n
() Mm 5 (b)  Jim (-1)* 75— (o)  lim ne
— 5\" dn+1
: —— : 9 .
. 2 2 . 2” . .
() lm (n(n?+3)-I@?+1) 1) lm P () lm (1A
(a) diverge a + oo (b) 0 (¢) O (d) —% (e) e®
(f) 1n§ (g0 0 (h) O (i)  no tiene limite

10. Utiliza el teorema de compresion para calcular el limite de las siguientes sucesiones:

(a) {f:} (b) {C::} conacR (o) {ZL}

O A 4t (4" 4n
(a) Para todo n > 4 se tiene 0 < o < <5> y como ngrfoo i <5> = 0 se tiene nglfoo i 0.

jal¥ <|a>”N
< — | = y como

(b) Sea N € N tal que N > |a| se tiene entonces 0 < N\

—N
i 19 (lal)" 0 se tiene Tim - =0
m —-:— -— = se tliene m — = Uu.
n—+oo NI N n—+oo n!

n
n!

. n! 1 ) 1 . . n!
(c) Para todon > 1se tiene 0 < — < — y como lim — =0 se tiene lim — =0.
n' n n—+o0o N n—+oo N

11. Dadas las siguientes sucesiones estudia si son mondtonas:

o {222 o {5 0 B @ e

(a) decreciente ;  (b) no mondtona ; (c) creciente ; (d) creciente .

12. Sea S = {\/i V2v2, mm,...}.

a) Define por recurrencia una sucesién cuyos términos sean los elementos de S.

b) Demuestra, por induccién, que la sucesion es creciente y que 2 es una cota superior.

¢) Si la sucesion es convergente encuentra su limite.

d) jEsta S acotado? ;Tiene minimo y maximo?

e) {Qué ocurre si en vez del 2 utilizamos para definir S un nimero positivo cualquiera a?

a) a1 =2, a1 = /2 a, para todo n € N.
b) Creciente:

= Es cierto paran=1: a; = V2 <22 = as.

= Si es cierto para n también lo es para n + 1:
si ap_1 < a, entonces /2 a,_1 < /2 a, luego a, < ani1.




2 es una cota superior:
= Es cierto paran=1: a1 = V2 < 2.
= Si es cierto para n también lo es para n + 1:
si a, < 2 entonces /2 - a, < V2-2 =2 luego a,41 < 2.
¢) La sucesién es convergente puesto que es mondtona y acotada.
Su limite L verifica L = /2 - L luego L = 2.

d) Como la sucesion es creciente v/2 es una cota inferior de S y su limite 2 una cota superior, luego S
estd acotado. El minimo de S es v/2 y méximo no tiene.

e) S estd acotado, si a > 1 entonces el minimo de S es y/a y no tiene maximo, y si a < 1 no tiene
minimo y el méximo es \/a.

13. Sea S = {\/i, V24 V2,024 V2 +V2,.. } Esta S acotado? jTiene minimo y maximo?

S esté acotado. El minimo de S es /2 y maximo no tiene.

14. Determina si la serie converge o diverge. Si converge calcula su suma:

> 2 > 1 x, gn-1 < 7o\t
@ Y5 ® S armery © X @ > (-3)

Sy T SN =1 SG%
© 2;1(_1)” g1 O Zl(_z) (®) Zl<n+3_n+4> ®) Zl(w)

> gn+2 ' > > 1 -
U P 0 > 9 Y srre—s W Y senn

(a) g (b) % (¢c) Diverge  (d) %
(e) 6 (f) Diverge (g) % (h) - i .
. 7 3 1 .
(i) 543 (i) 1 (k) 6 (1)  Diverge

15. Escribe los siguientes ntimeros con desarrollo decimal periédico en forma de fraccién de niimeros enteros:

(a) 5,37373737...  (b) 0,159159159...  (c) 0,45114141414...

532 159 44663
@ S0 ® 59 © 59000

16. Determina, mediante el criterio de la integral, si la serie converge o diverge.

— 1 — 1 — N G 1
b d —_
@) ;5n+2 (b) ;Hgn? (c) ;1+n2 (@) ;(4+2n)3/2
=, atann = 1 = 3 = n®+3
f e h
(a) Divergente (b) Convergente (¢) Divergente (d) Convergente

(e) Convergente  (f) Convergente (g) Convergente  (h) Divergente

(oo}
17. Estudia la convergencia de la serie Z ﬁ para los diferentes valores de p.
n
n=2

nn)

La serie converge si p > 1 y diverge si p < 1.



18. Determina, mediante los criterios de comparacion, si la serie converge o diverge.

— 1 — 2 =~ 9 — n'/3
- d v
(a) ;3"” (b) ;n4+9n2 (c) ;H\/ﬁ (d) Z5n2 n—1
>, 3sen’n N = 1+3" > n(n + 3)
_— f
(€) ngllJrnQ ® ;2+sen2n (&) ;5"+2 7;1 n+1)(n+2)(n+4)
(a) Convergente  (b) Convergente  (c¢) Divergente (d) Divergente
(e) Convergente (f) Divergente (g) Convergente  (h) Divergente

19. Determina, mediante los criterios del cociente o la raiz, si la serie converge o diverge.

oo n

3

=1 = n n 7
(@) > — ) > o () > — (@ >
n=1 " n=1 n=1 " n=1 "
= n =~ 3" Inn > n! =1
0 S @ ST @ $h w Sy
n=1 n=1 n=1 n=1
oo o0 n oo oo 2
CNDDEUN Y . 0 > (=) > (1
= " —~\2n+3 “= \Inn — 2n +3
(a) Convergente (b) Convergente (¢) Divergente (d) Convergente
(e) Convergente  (f) Divergente (g) Divergente  (h) Los criterios no deciden
(i) Convergente (j) Divergente (k) Divergente (1)  Convergente
20. Determina, usando el criterio adecuado, si la serie converge o diverge.
(a) i n? —3n (b) ig © i1-3~5-~-(2n—1) B in5+3n2
2n3 +3n2 4+ 1 n3 n! 3n
= n=1 n=1 n=1
= (—1)n 7 - 2 > (=5)n-1t X cosn
e f h
0 ST 0 St 0 Sy e 5T
- " — 3" 1.2 3 4 — 1
i j k) —+=-+-+- 1
@) ;(2714—4712) ) ;2”—&—4” (k) 3+4+5+6+ 0 nz:;n Inn
= Inn = (—=1)"5n 2 = N = (n)"
(m) n; — (n) ; o () ;::2 TR (0) nz::l ()
(a) Divergente (b) Convergente (¢) Divergente (d) Convergente
(e) Convergente  (f) Convergente  (g) Convergente  (h) Convergente
(i)  Divergente (j) Convergente (k) Divergente (1) Divergente
(m) Convergente  (n) Divergente (n) Convergente (o) Divergente
21. Determina si las siguientes series alternadas convergen o divergen.
o5} (_1)n—1 0 00 n +1 0o B -
(a) Convergente (b) Convergente (c) Divergente (d) Convergente

22. Encuentra n para que s, aproxime a la suma de la serie s con un error menor que 1073:

S

= (—1
Z%

k=

—_
E
—



23. Determina si la serie es absolutamente convergente, condicionalmente convergente o divergente.

= )t o= (—4)" =, sen(n > "lnn
) YE— e N5 ) D Z
n=1 n=1 n=1 n=1
(f) =" T
nz::l nz::l 5 ;::2 (n? + 1) Inn EZ: \/ﬁ
(a) Condic. conv. (b) Divergente (¢) Absol. conv. (d) Condic. conv.
(e) Condic. conv. (f)  Absol. conv. (g) Condic. conv. (h) Condic. conv.
24. La serie de potencias Y .~ ¢,x™ converge para x = —3 y diverge para x = 4. Justifica si convergen o
divergen las siguientes series:
o0 o0 o0 3 o0
7;)6”5n (b) ;2% (c) ;cn(—g)" (d) ;(—1)”%6”

(a) Divergente (b) Convergente (¢) Convergente  (d) Divergente

25. Encuentra el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias:

< n © (—1)g" > 5n 0 "

(a) Zonﬂ (b) ZO( ) © > @ 3 iny
oo " 0 N x2n+1 oo 3n N o "
DY C O 2EVgoy ® Lo W 2 1

. S n 1 1) : S 3 " n S n(x+1)2n+l S ﬂ-n(l‘_l)Zn

I YE O (1) @ror w0 S TR0 ST

(1) 1) (_270} (.]) %v (_%9’_%) (k) 17 [_270] (1) 00, (—O0,00)

26. Encuentra la representacién mediante serie de potencias de las siguientes funciones y determina su intervalo
de convergencia:

(a) f(x)=1fx (b) f(x):%m () f(:r)=% (d) f(z) =In(l—-x)
()f—m-i-x + 23 Za: (-1,1
(b) :L'4j—16:1161—(—1x4/16):116(1_fg+1x682 ”15;+ )= i(_l)nlg;i’ (=2.2).
(c)%:(Hx?)l_lﬂ:(1+x2)(1+m2+x4+x6+--~):1+§:2x2n, (—1,1)

2 3

@mn(-0) == [ Fdo = [(Lorateas SSTPRR A =—Z

1—2x




27. Evalda la integral indefinida como serie de potencias

(a) / Y dx (b) [atan(z?)dx

1425
/ T e /sr ! da:z/(x—x6+a“11+a:16+ )dx
1+ ab 1—(—a®) )
a 2 7 12 17 o 2450
x* ozt x x
+2 7+12 17+ +;< )2+5n
6 10 14
e (a2 — [(2 T Tt
N /aan(w)x /(m 3+5 7—|— )dx
b
R 211 215 o 3+
e e W e —1)"
Ty st s Tt ﬂ;f S Ty

28. Encuentra el polinomio de Mclaurin de 4° grado de las funciones:

(a) flz)=e2* (b)  flx) =tgx ()

(d) f(x)=a®-322+2-1 (e) flr)=+V1+=x (f)

4 2 1
(a) 1—22+4+22%— -3+ =2* (b)) z+ =23 (c)
3 3 3
1 1 1
(d) —-1+z—322+23 (e) 1+ 51 - gzz + 1—6x3 - —1;8x4 (f)

29. Encuentra el polinomio de Taylor de grado 3 con centro en z = a de las funciones:

(@) f@)=e5a=1 (b)) fl@)=vria=4 (o) flz)=Inz;a=1

f(x) =€ cosx

SC+§

- €12 G 13 LIS ST SR ST
(a) e+e(r—1)+ 2(1 1)° + G(x 1) (b) 2+ 4(1 4) 64@ 4)* + 512(:v 4)
1 , 1 s V3w 1\ V32 1\ «?
30. Encuentra la serie de Mclaurin de las funciones:
(a) fl@)=e" (b) flz)=e" (¢) flz)=cos(5) (d) f(z)=In(1~2)
x 2?28 Nt n " ar  a’x ada?
(a) 1—ﬂ+§—§+"':§(—1)ﬁ (b) 1—‘1‘?4‘ 2' + 3' + -
$2 JI4 .136 &0 .132” $2 T &
1— _ R B B L= il
(c) 2ol Tora el 7;)( Vo W ey o P
31. Encuentra la serie de Taylor con centro en = a de las funciones:
1
(@) fl@)=—a=-1 () fl@)=lz;a=1 (o flz)=e5a=2 (d)
@ -y o) S g S ey @ S
n=0 n=1 n n=0 n! n=0 (QTL)'

1)3




32. Para las siguientes funciones

a) Escribe la férmula del resto R, (x) para los valores dados de a y n.

b) Encuentra el maximo intervalo abierto en el que la férmula del resto es vélida.

(a) f(z)=€>*;a=0;n=5 (b) f(z) = oy a=0; n= (¢) f(x)=2e" a=0; n=3

(d) f(xr)=atanz; a=0; n=2 (e) flx)=vz;a=4n=3 (f) f(x)=senz; a= %; n=4
662(: J)S c)e€

(@) Zoat; (~o0,00) ()~ (L) () T (coo,00)

@) gt () @ et 00 (0 FE(e-F) s ()

33. Prueba que la serie de Maclaurin de f(x) = cosx converge a cosx para todo = € R.

(n+1)
B TiaslCT .

< m|x|"+1n:)oo 0 para todo = € R.

34. Prueba que la serie de Taylor de f(x) = e® con centro en a = 1 converge a e* para todo = € R.
T — 1|n+1

C
|z — 1"+ < méx{eﬂe}‘ o 0 para todo z € R.

|Ry(2)] < W n—00

e
~ (n+1)!
35. Prueba que la serie de Taylor de f(z) = senx con centro en a = % converge a senx para todo z € R.

PRGN

n+1
= T nt1) ‘x74

n+1 1
noeo 0 para todo z € R.

S rrwyl i

™

R ) :

36. Utiliza el polinomio de Taylor apropiado, del menor orden n posible, para calcular valores aproximados
de los niimeros que se indican con error menor que € dado en cada caso.

Sugerencia: acota el término del resto de la férmula de Taylor, cuando sea necesario, para determinar el
ntmero n de términos de la suma parcial.

a) El valor del nimero e con € = 0,02 (Nota: f(x) = e” y tenemos que aproximar f(1)).
b) sen(0,5) con € = 0,001.
¢) In(0,8) con € = 0,001 (Nota: utiliza la funcién In(1 —z) y = = 0,2).

a) e~ 271666 ...~ 2,717 (polinémio de grado 5)
b) sen(0,5) ~ 0,4791666 ...~ 0,4792 (polinomio de grado 3)
¢) In(0,8) ~ —0,222666 . .. ~ —0,2227 (polinomio de grado 3)



