CONJUNTOS: DEFINICION Y CARDINAL DE UN CONJUNTO

Definicién: Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos en la que el orden es
irrelevante. Dichos objetos pueden ser reales o conceptuales y se llaman elementos o
miembros del conjunto.

Por su estructura, dentro de un conjunto no se admiten repeticiones: todos sus miembros
deben ser distintos.

Una manera de describir un conjunto es por extension y consiste en enumerar sus
elementos entre llaves

Ejiemplo: A={1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}
Este mismo conjunto también podria haber sido descrito por comprensién, es decir,
mediante una propiedad que lo caracterice:

Eiemplo: A={a/1<a<9yaesunnumero natural}

A es el conjunto formado por los elementos a tales que (/) 1 menor o igual que a y a menor o
igual que 9, y a es un numero natural.

Esta manera de definir un conjunto es especialmente util cuando es imposible
enumerar todos los elementos del conjunto porque su numero de elementos es
elevado o infinito.

Un caso especial es el conjunto que no tiene ningun elemento. Se le llama conjunto
vacio y se denota por el simbolo g.

Notacion
Si x es un elemento del conjunto X se escribira: x € X (y se lee: x pertenece a X)

Si y no es un elemento del conjunto X se escribira: y ¢X (y se lee: y no pertenece a X)

Definicion: Cardinal de un conjunto X es el numero de elementos (distintos) del
conjunto Ay se representa por |X|.

Ejiemplos
1.- Enlos ejemplos anteriores: |[A| =9, |g|=0

2.- En el caso de conjuntos infinitos como el conjunto de los numeros naturales N:

|N|=oo

CUANTIFICADORES
Son simbolos que se utilizan para especificar el alcance de una afirmacion:

A 3 3!
Para todo Existe Existe un unico
Eiemplo
Tomando el conjunto A definido anteriormente seran ciertas las siguientes
afirmaciones:

vV xeA x2<90



Para todo x perteneciente al conjunto A, x* < 90
dxeAlxz25
Existe algun (al menos un) x perteneciente al conjunto A tal que x=5
IxeA/x}=27
Existe algun (al menos un) x perteneciente al conjunto A tal que x* = 27
AxeAl/x*=27

Existe un tnico x perteneciente al conjunto A tal que x° = 27

Es importante notar que en el ultimo caso (3!) sélo puede haber un elemento en A
que verifique la condicion, mientras que en los dos casos anteriores (3) es posible,
aunque no necesario, que haya varios elementos que la verifiquen.

Negacion l6gica

Considerando x un elemento de X y siendo p(x) una proposicion referida a dicho elemento,
el simbolo de negacién I6gica | actia sobre los cuantificadores de la siguiente manera:
T(VxeX p(x)) & IxeX/1p(x)
T@xeX/px)) & VxeX Tpx)

El simbolo < se lee si y sélo si 0 es equivalente a, y quiere decir que las dos afirmaciones
que se encuentran a ambos lados tienen el mismo valor de verdad, es decir, que ambas
son verdaderas o ambas falsas.

Elemplos
Volviendo al ejemplo del conjunto A definido anteriormente:
TI(VxeAx=4) < IxeAllx=4)<= IxeAlx=4

(No (todo x de A es igual a 4)) equivale a (existe algun x de A tal que no (x = 4)) equivale a
(existe algun x de A tal que x = 4)

En este caso las tres afirmaciones son ciertas (la tercera se obtiene expresando la
negacion de la igualdad mediante el simbolo #)

T3xeAlx>5) & VxeA lx>5)< Vxe A Xx<H

(No (existe x de A tal que x > 5)) equivale a (fodo x de A cumple que no (x>5)
equivale a (todo x de A cumple que x < 5)

En este otro caso las tres afirmaciones son falsas (la tercera se obtiene expresando
la negacion del mayor estricto, que es menor o igual).

Definicion
Inclusion _de conjuntos: se dice que el conjunto X esta incluido o contenido en el

conjunto Y si todo elemento del conjunto X también es un elemento del conjunto Y y
se escribe X — Y. También se dice que X es un subconjunto de Y

XcY sivxeX=>xeVY
X esta contenido en Y si todo x perteneciente a X verifica que x pertenece a Y

Ejemplo

Si se considera el conjunto A de los ejemplos anteriores y el conjunto
B={1,3,5,7,9} entonces B c A.




Definicion

Dos _conjuntos _son _iquales_si tienen los mismos elementos. Cuando se trata de
conjuntos definidos por comprension, para comprobar la igualdad se comprueba la
doble inclusion: X =Y @ XcY e Yc X
Ejemplo
Sean A = {n natural / n <9} y B = {n natural / n tiene sdlo una cifra}

A c B ya que todos los naturales menores o iguales que 9 tienen sélo una cifra.
B < A ya que los naturales de una cifra son todos menores o iguales que 9.
Por tanto A = B.

En este caso, como el numero de elementos de estos conjuntos es pequeno,
también se podria haber comprobado la igualdad expresando ambos conjuntos por
extension y comprobando que tienen los mismos elementos:

A={1,2,3,4,56,7,89), B={1,2,3,4,5,6,7,8 9} = A=B.

OPERACIONES DE_CONJUNTOS: UNION E INTERSECCION DE
CONJUNTOS

Definiciones

La union de dos conjuntos X e Y es el conjunto formado por los elementos que estan en
X, enY oenambos a la vez. Se denota por XU Y

La interseccion de dos conjuntos X e Y es el conjunto formado por los elementos que
estan en ambos conjuntos a la vez. Se denota por XY

XUY={x/xeX 6 xeY}
XNY={x/xeXyxeY}

Ejemplo
Dados los conjuntos: A={1,2,3,4,5} y B={2,4,6,8}:

AUB={1,2,3,4,5,6,8 y ANB={2 4}

Los elementos de un conjunto pueden ser objetos de cualquier tipo, por lo que también
pueden ser, a su vez, conjuntos, como en la siguiente definicion.
Definicion
Dado un conjunto X, el conjunto de las partes de X, denotado por, #(X) es el conjunto
formado por todos los subconjuntos de X.

P(X) ={Y conjunto / Y c X}
Cuando se trabaja con #(X) o con algunos de los subconjuntos de X, al conjunto X se le
suele llamar conjunto universal.

Ejemplo
Si se considera B = {2, 4, 6, 8}, entonces
P(B)={0.{2}.{4}.{6}.{8}.{2,4}.{2,6}.{2,8},{4.6},{4.8}.{6,8}.{2,4,6}.{2,4,8}.{2,6,8}.{4,6,8},B}

IBI

Se puede comprobar que, en este caso, |?(B)| = 16 = 2* = 2Pl y en general, se

demuestra que: |P(X)| = 2%



Definicién
Complementario de un conjunto Y. Si X es el conjunto universal e Y — X, se define el

complementario de Y como el conjunto de los elementos de X que no pertenecen a
Y. Se denota por Y°.

Yo={xeX/xeY}

Eiemplo
Si consideramos como conjunto universal E = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, entonces,

tomando el conjunto B del ejemplo anterior, AcE, BcE vy:
B®={0,1,3,57,9) A°={0,6,7,8,9)
Definicién
Otras operaciones entre conjuntos son la diferencia (A — B) y la diferencia simétrica (AAB)
de conjuntos:

A-B=ANB°
(AAB)=(A-B)U(B-A)

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES DE CONJUNTOS

Idempotente: AUA=A ANA=A vV A e P(X)
Conmutativa: AUB=BUA ANB=BNA VA Be®?X)
Asociativa

(AUB)UC=AUBUC)=AUBUC Vv A, B, C € #(X)
(ANB)NC=ANBNC)=ANBNC VvV A, B, C e #(X)

Elemento vacio (minimo 6 elemento neutro de lalU y elemento de absorcién dela())
AUG=A AND=0 vV A e P(X)

Elemento universal (maximo 6 elemento neutro de la(]y elemento de absorciéon de la )
AUX=X ANX=A vV A e P(X)

Distributivas
(AUB)NC=(ANC)UBNC)VA,B,C eP(X)

(ANB)UC=(AUC)N(BUC)VA,B, CeP(X)

Propiedades del complementario

AUAC =X ANAC=0Q v A eP(X)
(A% = A v A eP(X)
Leyes de De Morgan

(AUB)® =A°NBC (ANB)°=A°UB° vV A, B eP(X)
Propiedad de absorcién

AUANB)=A AN(AUB)=A v A, B eP(X)

PRODUCTO CARTESIANO

Definicion

El producto cartesiano _de dos conjuntos A v B, AxB, es el conjunto de pares
ordenados de la forma (a, b) donde a es un elemento del conjunto A y b es un

elemento del conjunto B.
AxB={(a,b)/ace Ay beB}




Ejemplo
SiA={x,y,z} y B={1,2, 3,4}

AXB = {(x,1), (x.2), (x,3), (x,4), (y,1), (¥,2), (¥,3), (y,4), (z.1), (z.2), (z.3), (z.4)}

Dos pares ordenados son _iguales cuando el primer elemento del primer par coincide
con el primer elemento del segundo par y el segundo elemento del primer par
coincide con el segundo elemento del segundo par:

(a,b)=(c,d) @ a=cy b=d
Por tanto, (a, b) # (b, a) salvo que a = b.

RELACIONES

DEFINICION DE RELACION. DOMINIO E IMAGEN.

Una relacion _binaria R de un conjunto A en un conjunto B es un subconjunto del
producto cartesiano AxB
Es decir, se trata de un conjunto de pares ordenados (a,b) donde el primer elemento del

par es un elemento del conjunto A y el segundo es un elemento del conjunto B.

R ={(a,b) / a esta relacionado con b} c {(a,b) /ac A y b € B} = AxB
Si el par (a,b) € R se dice que a esta relacionado con b y también se escribe aR b

Si el par (a,b) ¢ R se dice que a no esta relacionado con b y también se escribe aR b

Dominio de R es el subconjunto de A formado por los elementos que estan relacionados
con algun elemento de B.

DomR={acA/3dbeB con(ab)eR}

Imagen o rango _de R es el subconjunto de B formado por los elementos que cumplen
que algun elemento de A esta relacionado con ellos.
ImMR={beB/3aeA con(ab)eR}

Cuando A =B se dice que R es una relaciéon en A

Ejemplos
1. En los conjuntos A = {ciudades del mundo} B = {paises del mundo} se puede definir
la relacion de A en B: aRb si la ciudad a esta en el pais b. Asi:

Madrid R Espafia, Florencia R ltalia, Barcelona K Francia, etc.

2. En el conjunto C={2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} se define la relacion aRb si a|b (a divide a b),
es decir, si b es multiplo de a.

R={(22), (2,4), (2,6), (2,8), (3,3), (3,6), (4,4), (4,8), (5,5), (6.,6), (7.7), (8,8)}
3.SiA={x,y,z} y B={1, 2, 3, 4} se define la relacion S de A en B:
S ={(x,1), (x,3), (y,3), (v,4), (z,1), (z,4)}

OPERACIONES CON RELACIONES: UNION, INTERSECCION, COMPOSICION
E INVERSA

Unidn e interseccion

Dadas Ry S dos relaciones de A en B:
R U S es una relacién de A en B definida por:

RUS ={(a,b) e AxB/(a,b) e R o (a,b) € S}
R [1S es una relacion de A en B definida por:
RNS={@ab)e AxB/(a,b) e R y (a,b) € S}



Relacion inversa

Si R es una relacion de A en B,

R es una relacién de B en A definida por:

R ={(b,a) € BxA/(a,b) € R}

EJEMPLO: SiA={x,y,z}, B={1,2,3,4} y R={(x,1), (x,3), (v,3), (v,4), (z,1), (z,4)}

R"={(1), 3x), (3y), (4y), (1,2), (4,2)}

Composicidon de relaciones

Si R es una relaciéon de Aen By S es una relacion de B en C:

S o R es una relacién de A en C definida por:

SoR={a,c)eAxC/3b eBcon(ab)eRy(b,c)e S}
R compuesto con S es el conjunto de pares (a,c) tales que existe un b que verifica que aRb y bSc

Ejemplos

Si A={x, y, z}, B={1, 2, 3, 4}, C={a, B, 7},

S={(1,8), (2,0), (2,), (3,7)}, entonces: S o R = {(x,B), (x,7), (¥,7), (z,B)}

R={(x,1), (x,3), (v.3), (v.4), (z.1), (z4)} y

REPRESENTACION DE RELACIONES: MATRIZ Y DIGRAFO
Ademas de representar las relaciones mediante una propiedad que las caracterice 0 mediante un
conjunto de pares ordenados, hay ofras dos maneras de representar las relaciones especialmente
interesantes: la matriz, por su utilidad computacional, y el digrafo, por sus cualidades visuales e intuitivas.

Definicion

La matriz Mg = (m;;) de unarelacion R de A en B se construye de la siguiente forma: se

etiquetan las filas con los elementos de A = {a;, ..

columnas con los elementos de B = {b4, ...
tanto una matriz nxp. Un elemento cualquiera de la matriz m;; se define:

m;;

!

si a;Rb,
en caso contrario

., an} en un cierto orden arbitrario y las
, bp} también en un cierto orden, sera, por

Este tipo de matrices, formadas por ceros y unos reciben el nombre de matrices booleanas.

Ejemplos

Se define la relacidon R en el conjunto C = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}: a R b sialb (a divide ab), es

decir, si b es multiplo de a.

Se define la relacion S de A en B donde A={x, y, zZ} y B={1, 2, 3, 4}: S={(x,1),(x,3),(y,3),(y,4),(z,1),(z4)}
Las matrices de las relaciones Ry S seran:
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Definicién

El digrafo se define unicamente para las relaciones en A (A = B). Para construirlo se
dibujan puntos o vértices etiquetados con los elementos de A. A continuacion se traza
una flecha o arista dirigida con origen en a y extremo en b para cada par (a,b) € R. Si el
par es de la forma (a,a) se forma un bucle.

Ejemplo: El digrafo de la relacion R del ejemplo anterior sera:

PROPIEDADES DE UNA RELACION EN UN CONJUNTO
En las siguientes propiedades A es un conjunto y R una relacion en A

Reflexiva: aRa YaeA
Simétrica: siaRb=>bRa
- . aRb
Transitiva: Si =aRc
- bRc
e . aRb
Antisimétrica: Si —=a=b
bRa
Ejemplos

1. La relacién en el conjunto N: a Sb si alb, tiene las propiedades:

Reflexiva: ala Vae C

Transitiva: si a|b (b es multiplo de a) y bj|c (c es multiplo de b), entonces c es
multiplo de a 'y, por tanto, alc.

Antisimétrica: si alb (b es multiplo de a) y bla (a es multiplo de b) estas dos
condiciones solo se pueden dar cuando a = Db, por ser a' y b numeros naturales.

No es simétrica ya que 2|4 pero 4 /2 (4 no divide a 2).

2. En el conjunto A = {alumnos de primero} definimos la relacion a R b si
a ha nacido el mismo mes que b. Esta relacion cumple las propiedades:

Reflexiva: Todo alumno ha nacido el mismo mes que él mismo.

Simétrica: Si el alumno a ha nacido el mismo mes que b, entonces b ha nacido
el mismo mes que a.

Transitiva: Si el alumno a ha nacido el mismomesque b y b ha nacido el
mismo mes que ¢, entonces a ha nacido el mismo mes que c.



RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Definicion: R_es una relacién_de eguivalencia en el conjunto A si verifica las
propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplos

1. La relacion R presentada en el ejemplo anterior: “ha nacido el mismo mes que...” es
una relacién de equivalencia ya que cumple las propiedades: reflexiva, simétrica y
transitiva.

2.Dado X ={1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9}, en #(X) se define la relacién S de la siguiente
manera:

ASB < |A|=]B]|
Es facil ver que S cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. Es, por
tanto, una relacion de equivalencia.

3. Imaginemos una caja llena de bolas de diferentes colores: blancas, rojas, verdes,
azules, amarillas, etc. Las bolas son, ademas, de diferentes tamafos y tienen otras
caracteristicas diferenciadoras. En ese conjunto C de bolas se establece la relacion
T “tener el mismo color que...” Es facil ver que es una relacion de equivalencia
porque cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

CLASES DE EQUIVALENCIA

En los ejemplos anteriores se puede ver que al definir la relacion aparecen las
expresiones igual o el mismo. Esto no es casual. Cualquier relacion de equivalencia es,
en esencia, una relacién de igualdad en algun aspecto. En cada una de estas relaciones,
los elementos relacionados comparten alguna propiedad y, al fijarnos exclusivamente en
ella, el resultado es una clasificacion. En el primer ejemplo agrupamos a los alumnos en
funcién del mes en el que han nacido. En el segundo, clasificamos los conjuntos segun el
namero de elementos que tienen. En el tercero nos fijamos unicamente en el color para
clasificar las bolas.

Observando cada uno de los grupos resultantes de los ejemplos anteriores, es facil ver
que todos sus integrantes estan relacionados entre si en ambos sentidos y que ninguno
de ellos esta relacionado con integrantes de otros grupos. Cada uno de estos grupos
resultantes sera una clase de equivalencia de su respectiva relacion. Esta es la
caracteristica esencial de las relaciones de equivalencia: dar lugar a una clasificacion del
conjunto donde se definen, es decir, generar una particion de dicho conjunto.

Definicién
Clase de equivalencia de un elemento a. Dada una relacién de equivalencia R en un
conjunto A y un elemento a € A, la clase de equivalencia de a ([a]) es el conjunto de

elementos de A relacionados con a mediante R. El elemento a es el representante
de la clase.

[a]={b e A/bRa}
Ejiemplos

1. En el conjunto A = {alumnos de primero} con la relaciéon R “haber nacido en el mismo
mes”, dado un alumno cualquiera a, su clase de equivalencia sera:

[a] = {alumnos de primero que han nacido el mismo mes que a}
2. En #(X) con la relacion S:

[{1,2}]] ={{1,2}, {1,3}, ..., {1,8}, {2,3}, {2,4}, ..., {7,8}, {7,9}, {8,9} }
La clase de {1,2} esta formada por todos los subconjuntos de dos elementos de X.



3. En el conjunto C de bolas de colores con la relacion T, si a es una bola roja:
[a] = {bolas rojas de C}

PROPIEDADES CLASES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES DE UN CONJUNTO
Propiedades

Las clases de equivalencia tienen cuatro propiedades esenciales:

e Sib e [a] = [b] = [a] (si un elemento esta en la clase de otro, sus respectivas
clases coinciden).

e [a]#Y V a e A (ninguna clase es vacia, al menos tiene a su representante).

e Sib ¢ [a]=[a]N[b] =Y (si un elemento no esta en la clase de otro, entonces
sus respectivas clases no tienen ningun elemento en comun).

o U [al= A (la unién de las clases de todos los elementos de A es A)
acA

Las tres ultimas propiedades hacen de las clases de equivalencia una particién del
conjunto A como se vera en la siguiente definicion.
Definicién
Una particién de un conjunto A es una coleccion © = {A4, Az, ... Ay} de subconjuntos de
A (Ai < A) que verifican:
e Az Viedl?2,..,n}

o AinAj=® V|¢J

. UAizA

1<i<n

CONJUNTO COCIENTE

Si A es un conjunto y R una relacion de equivalencia en A, R genera unas clases de
equivalencia que forman una particién de A. Lo que hace R es focalizar la atencién en una
cierta caracteristica de los elementos de A, agrupando sus elementos en funcidén de esa
caracteristica y olvidando las demas caracteristicas de dichos elementos. En el caso de
las bolas de colores, la relacion T focaliza la atencion en el color de las bolas ignorando
otras caracteristicas de estas como puedan ser el tamafio, el material, etc. De esta
manera divide el conjunto C en subconjuntos (clases de equivalencia) que pueden ser
etiquetados con el color de sus bolas o representados por una cualquiera de sus
integrantes. Este conjunto de clases recibe el nombre de conjunto cociente.

Definicién
Conjunto_cociente de A por R denotado por A/R es el conjunto de las clases de
equivalencia de los elementos de A.

A/R={[a]/a e A}
Debe tenerse en cuenta que un conjunto no admite elementos repetidos, por lo que las
clases que sean iguales apareceran solo una vez.

Ejiemplos
Con los conjuntos de los ejemplos anteriores

1. En #(X) con la relacion S:

PX)s = A, {1}, [{1.21.[{1.23}, [{1.23.4}], [{1.234,5}], [{1.2,3,4,56}],
[{1,2,3,4,5,6,7}], [{1,2,3,4,5,6,7,8}], [X]}
2. En C conlarelacion T C/T = {{bolas blancas}, {b. rojas}, {b. azules}, ...}



APLICACIONES
DEFINICIONES

o

% Una aplicaciéon f de A en B, que notaremos f: A — B, es una relacién (binaria) entre dos conjuntos
A y B enla que a cada elemento de A se le asocia un Unico elemento de B.

YaeA J ununico beB talque a fb

(a,b) e f © afb < f(a)=b

53

%

dominiode f = A, por ser f aplicacion.

>

o
A

rango o imagende f = {beB /JaecA con f(a)=b} < B.
rangode f = im f = f(A)

X3

% Laimagen reciproca o contraimagen de un elemento b € B es:
fb)={acA/fla)=b}c A
o, sibnoesimagendeninginacA

Entonces V b € B setieneque f ' (b) = {a}, sibesimagendeun dnicoae A
C c A, sibesimagendemasdeunacA

R/

%

Sea f : A— B una aplicacién

e f esinyectiva siysélosi YVa,a € A, a # a setieneque f (a) # f (a").

e f essobreyectiva siysélosi VbeB, 3 a €A talque f (a) = b.

e f es biyectiva siysdlosi V beB, 3 un Unico a€A tal que f(a)=b (i.e. f inyectiva y suprayectiva).
Observacion: f es inyectiva siysolosi Va,a” € A talque f(a)=f(a") setienea=a’, yaque

[V a,a €A, a #a setiene que fla )#f(a’)] es equivalente a [V a, a’ €A tal que f(a)=f(a’) se tiene a=a"].

DEFINICIONES

** Sean f :A—B, g : B— C dos aplicaciones. La composicién de f y g es la aplicacién (g ° f): A— C

talque (g°f)la)=g(f(a)), VY aecA.

%* Laaplicaciéon identidad en un conjunto A es la aplicacién
in :A—> A talque ir(a) = a, VaeA

%* Laaplicacion inversa de una aplicaciéon f: A— B es la aplicacién
g :B—>A talque g°f=in y f°g =1z
Proposicién
La aplicacidon f: A — B tiene inversa si y sélosi f es biyectiva.
EJEMPLOS: Sea A={a,b,c,d}. Las siguientes relaciones NO son aplicaciones:
Ri={(a,b), (b,c), (c,b), (b,d), (d,d)} ya que b estd relacionado con dos elementos (cy d)
R,={(a,c), (b,a), (d,d)} ya que c no esta relacionado con ningun elemento (no tiene imagen)
Y las siguientes relaciones si son aplicaciones:
Rs={(a,b), (b,c), (c,d), (d,a)} es aplicacion biyectiva

Rs={(a,a), (b,c), (c,a), (d,d)} es aplicacion No inyectiva (a y c tienen la misma imagen) y No suprayectiva (b no
es imagen de ninguno)



