Dpto. Matematica Aplicada
Facultad de Informatica. UPM 9 de Julio de 2012

ALGEBRA LINEAL (SOLUCIONES)
Matematicas e Informéatica

Apellidos Nombre N° Matricula

Ejercicio 1: (25 ptos)
2X+3y +5z2=-6

a) Resolver el siguiente sistema aplicando factorizacion LU: S5y =z =10 , teniendo en cuenta que L tiene
4x+6y—-72=5

gue ser una matriz triangular inferior invertible y U una forma reducida o escalonada de la matriz de partida con
unos en los pivotes.

23 5 2 3 5 1 3 3 12 s 138 3
Tomo A= |[0] 5 -1|—>|0 5 -1|—>|0 [5] -1|>]{0 1 2 |50 1 2|=Uy
4l 6 -7 0 0 -17 0 [o] -17 0 0 [-17] 00 1
2 0 O X —6
L={0 5 0 |.Portanto, A=LU y el sistema nos queda LU Y |= 10 | y este sistema se puede resolver
4 0 -17 b4 5
2 0 0 )\(x") (-6 12 23\ (x) (x
resolviendo los sistemas siguientes: [0 5 0 ||y'|=[10|y|0 1 2||y|=|y"| Asi enelprimer
4 0 -17)|z' 5 0 0 1)z z'

sistema obtenemos x’=-3, y’ = 2, z’= -1, metiendo esta solucién como término independiente en el segundo sistema

obtenemos: X = —E, y = g, z=-1.
5 5

b) Probar si los siguientes conjuntos A = {(0,0,0,0), (1,0,0,1)} y B ={(0,0,0,0), (1,0,0,1), (1,0,0,0)} son subespacios
vectoriales de 7.
Como L(A) = A entonces A es s.v. de Z‘;. Como L(B) = {(0,0,0,0), (1,0,0,1), (1,0,0,0), (0,0,0,1)} == B entonces B NO

ess.v. de Z‘;.

c) Sea C el cadigo lineal de longitud 7, es decir, el s.v. de Z72 , dado por las siguientes ecuaciones implicitas:
X +X,+X +X, =0
X, +X +X, +X,=0
X, + X, + X, +X,=0
¢ Cudl es la dimension de C? ;Cuantas palabras tiene C? Razona si C es un cédigo lineal capaz de corregir un error.

1 010101
dim(C)=7—r'g 0 00 1 1 1 1|=4,ntmerode palabrasdeC =2* Lamatriz de paridad de C, dada por las
0110011
1 010101
ecuaciones implicitas de C, H(C)={|0 0 0 1 1 1 1| tiene todas sus columnas distintas y distintas de la
[0 110011

columna de ceros, por tanto, este codigo puede corregir un error.
Observaciones:

e Tiempo: 3horas.

® No estd permitido el uso de dispositivos electrénicos.



d) Para cada valor de @ € R obtener, en los casos que sea posible, las ecuaciones implicitas del subespacio vectorial

0)(1 0
Sa =L<| 1|,/ al,| 4a|; y,enelcasoen que no haya ecuaciones implicitas decir que subespacio es Sa .
alll 1

Para obtener las ecs. implicitas del s.v. SCl eliminamos los pardmetros de las ecs. paramétricas de Sﬁ:

X 0 1 0 1 0 0Ox 1 0 0 x
Ecs.Par. S, =1|y|=a|l|+p|a|+y|4a|=|a 1 4ay|—>|0 1 4ay-ax|—>
z a 1 1 1 a 1|z 0 a 1/z-x
10 0 X
-0 1 4a y —ax
0 0 1-4ad’lz-x-a(y-ax)
: o ) . 1 1
Hay ecuaciones implicitas s6lo si 1 —4a“ = 0, es decir si @ = E 0a-= —E.

Para a=% :z—x—%(y—%x)=0:> 3x+2y—-4z=0

Para a=—% :>z—x+%(y+%x):0:> 3x-2y—-4z=0

1 . . . .
Paratodo a € R con a # iE no hay ecuaciones implicitas y se tiene que Sa =R?

2
e) Dada la matriz A= [1 J obtener J la forma canénica de Jordan de A y las matrices P y P tal que P*AP=J.

Como o(A)={1, 1} vy S, = L{(1,1)}, tomamos v;=(1,1) y v, un autovector generalizado solucién del sistema

2-1 -1)(x 1 X=A+1 .
= = . Por ejemplo, v, = (1,0). Por tanto,
1 1)y 1 y=4

J‘ll 11712—111 0 1})2 -1)1 1
01 10 1 0){1 O 1 -1){1 01 0)
Ejercicio 2: (10 ptos)
Se consideran los siguientes subespacios vectoriales de R*:
S={(x,y,zt) € R* / x+y-z=0, t=0} y T={(x.y,zt) € R* /y+2z=0, y-z=0}.
a) Obtener los subespacios vectoriales S+T y SNT. Razonar si Sy T son subespacios suplementarios.
S={(xy.zt) e R* / x+y-z=0, t=0} = L{(1,0,1,0), (0,1,1,0)}
T={(x,y,z,t) € R* [ y+z=0, y-z=0} = L{(1,0,0,0), (0,0,0,1)}
{ 1010) (1000
BS

0110 0110 S+T=R* .
- = = Sy T son suplementarios.
g [ |1 000 o010 SnT={(0,0,0,0)|
T 0 0 01 0 001
b) Expresar el vector (3,2,1,-1) R* como suma de un vector de S y otro vector de T.
3 1 0 1 0 a=-1 3 1 0 1 0 -1
0 1 0 0 =2 2 0 1 0 0 2
=a| |+B| |+y| _|+4]  |= P = =(-D| [+2|  [+4] [+(-D] |=
1 1 1 0 0 y =4 1 1 1 0 0 1
-1 0 0 0 1 A=-1 -1 0 0 0 1 0
—_—

eS eT eS



Ejercicio 3: (15 ptos)
Seaf: R®*—IR? laaplicacion lineal que verifica lo siguiente:

e (1,0,1) es un vector del nicleo de f.
e Laimagen de (1,-1,2) es (-3,-2,3).

X+2y-3z2=0
e El subespacio propio asociado a A=-2 es X+y—-z= 0
3X+2y-z=0

Se pide:
a) Hallar una base del subespacio propio asociado a A=-2 y hallar la matriz de f respecto de la base canénica.

1 2 =30 1 2 -30 1 2 -30 10 1|0)[x=-a 1
S,_,i1 1 -10|>|0 -1 2[0(—>|0 1 -20[—>|0 1 -20|{y=2a =B, =<|-2
3 2 -10 0 -4 8|0 0 0 0}0 00 0/0/|z=a -1
1) (o
(1,0,)) ekerf = f|0|=|0
1) o
1 -3 1 0 1/0 O O 1 0 1({0 O O
fl-1|=|-2 =1 -1 2|3 -2 3|—-|0 -1 1|3 -2 3|—>
2 3 1 -2 -1-2 4 2 0 -2 —2-2 4 2
1 1 -2
(L-2-DeS,_,=>f|-2|=(-2)|-2|=| 4
-1 -1 2
1 0 1/0o 0 o 10 1l0 0 o0 10 1/0 0 0
>0 1 -13 2 -3|>|0 1 -13 2 -3|>(0 1 -13 2 -3|->
0 2 -2-2 4 2 00 44 8 -4 00 1|-1 -2 1
1001 2 -1 1 2 -1 1 2 -1)x
-0 1 02 0 -2|=M@B"B)=|2 0 -2|=>f(xyz)=[2 0 -2y
00 1-1 2 1 1 -2 1 1 -2 1)z
%,—/

()
(*) La traspuesta de esta matriz es la matriz de f respecto de la base canoénica, aunque en este caso, como la matriz es
simétrica no hace falta trasponerla.

b) Razonar si f es monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo.

f NO es monomorfismo ya que kerf = {(0,0,0)}. Ademéas, como f es un endomorfismo es equivalente ser
monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo, luego, f No es epimorfismo ni isomorfismo ya que no es monomorfismo.
También se puede comprobar que f no es epimorfismo aplicando la férmula de las dimensiones,

dimR® = dim kerf + dim Imf
y como dim kerf =1 entonces dim Imf =2 = 3 =dim R?. Por tanto, Imf= R® y asi, f NO epimorfismo.

1
c) Determinar la contraimagende larecta r=_L<| 2 , es decir determinar f ()
-1
X 1 2 -1)x 1 1 2 -1 -10

flr)={(xy,2)eR:f|ly|leri=4(x,y.2)eR*:| 2 0 =2|yl|l=a|2|i=|2 0 -2 -20|—>
z -1 2 1}z -1 -1 -2 1 1]0



o
X
I
<

1 2 -1 -o) (12 -1 1o} (10 -1 1o g x 1 1
5|0 4 0 olo|>|o1 0 olo|>jo1 0 olo|=] YT =|y|=7|0|+a|0
0O 0 0 o0j0 0 0 0 O0j0 0 0 0 0f0 £=7 b4 1 0
a=a
1) (1
=f(r)=L{ 0|0
1/10
Ejercicio 4: (15 ptos)
En R? se consideran la base cannica B.={ ey, e, e3} yelproducto escalar <, > definido por:
lecll=1lell=21,] e3||=\/5, angulo ( ey, ;) = angulo ( ey, e3)=% y angulo ( ey, e3)=377[. Calcular:
a) La matriz de Gram en la base B..
<el,ez> = ‘el‘ e, ‘cos %(e,e,) = l-l-cos% =0
3 \/E 1 0 -1
(eve,)=e, eg\cos«(elles>=l-ﬁf°57”=ﬁ[‘7]2_1 R B
-1 0 2
<ez,e3> = ‘ez ‘eg ‘cos %(e,.e,)= 1-\5-cos% =0
b) Una base ortonormal de (R3, < ,>).
1 0
u=e=|0|, u=e=1|
0 0
< e> <u e> 0 1 0 1 11(0) (1
u—e—u1'3u1 2 2Ly, ={0|-—|0[-0[1|=|0]p=B® =410],/1],|0
3 3 <U1 u1> <U u> 2 <>
) 2! 72 1 0 0 1 0)]l0)|1
1 0 -1)1 1
lu|= |@onj o 1 olo|=|©01]0|=1
-1 0 21 1

Ejercicio 5: (25 ptos)
Seaen R* el subespacio vectorial S = L{(I,O,-I,O), (1,1,1,0), (0,0,1,-1)}:
a) Obtener la matriz y las ecuaciones, respecto de la base canénica de R*, del endomorfismo PSi proyeccion ortogonal

sobre S*.

. . .. 1L - 1
Para construir el endomorfismo proyeccion ortogonal sobre S™ necesitamos una base ortogonal (u ortonormal) del s.v. S™.

Para obtener esta base construimos las ecuaciones implicitas de St y resolviendo el sistema obtenemos una base de S

((xy.2,1),(10-1,0) =0 x-2=0 10 -1 0|0
Ecs. implic. S*: <(x,y,z,‘r),(1,1,1,1)>=0 =xX+y+z+t=0=[1 1 1 1/0|—>
<(x,y,z,’r),(0,0,1,—1)>=0 z-1=0 00 1 -10
10 -1 olo) (1 0 0 -1o - 1
Slo1 2 1fo|s]o 10 3o|={Y T opme )|
o0 1 -1do] |o o 1 -1o B !

=a



Por tanto,

1 X-3y+z+t 1 -3 1 1)(x
pi(x,y,z,f)z<(X'Y'z'*)'(1"3'l'1)> 3| _1|-3(x-3y+z+t)|_1|-3 9 -3 -3y
’ (L-31D,@-31D)] 1 12 x-3y+z+t | 12|1 -3 1 1|z
1 X-3y+z+1 1 -3 1 1]t

1 -3 1 1 x' 1 -3 1 1])x

N I R LA e |

1 3 1 1 t' 1 -3 1 1)t

b) Diagonalizar ortogonalmente Psi obteniendo las matrices P y P' tales que F"TMP (B.,B_)P sea unamatriz
SJ.

diagonal.

. . . 4 . 4
Para diagonalizar ortogonalmente un endomorfismo de IR™ necesitamos una base ortonormal de R” formada por vectores
propios del endomorfismo. En este caso, como el endomorfismo es una proyeccién ortogonal, sabemos que es diagonalizable

. . . 1
ortogonalmente, y que los subespacios propios son el subespacio sobre el cual proyectamos (en este caso S™), que es el

subespacio propio asociado al autovalor 1, y el subespacio ortogonal al cual proyectamos (en este caso (SL )L =5), quees
el subespacio propio asociado al autovalor 0. Luego,

S, =S =L{{1-31D)} y 5, ,=5=L{(1,0,-1,0), (11,1,1), (0,0,1,-1)}.

Por tanto, para contruir la base ortonormal de R* formada por vectores propios de Psi necesito una base ortogonal de S.

Para ello aplico G-S a una base de S:
= (11 0I _1I O)I u2 = (11 1[ 1I 1)[
((1,0,-1,0),(0,0,1,-1))

00,-1,0)=[ 2,02, 1] (1,012
((1,0,-1,0),(1,0,-1,0)) 2'7"2

u3 = (OI OI ll _1) -

1 1 1 1

:>Borz:: T:i—3 ,i 0 'llli
autovec 2\/5 1 \/E “11'211 6 1
1 0 1 -2

=(10,-1,0), u,=(1111),
((1,0,-1,0),(0,0,1,-1))
((1,0,-1,0),(1,0,-1,0))

U =(0,0,1,-1) - (1,0,-1,0) = {%,o,%,—lj 5 (10,1,-2)

1 1 1 1
23 2 2 6
1 1 1 1 -3 1
:>BOR:1 - -3 110 11 1 ,i 0 y P:MC(BORN IBR“) m ° E ° '
autovec " \/— \/— 1201 6] 1 autovect 1 -1 1 1
1 o) l1 2 23 2 2 s
est=s, €5=5,, i 0 1 __2
243 2 o

o O -
o O O
o O O

asi, P'M, (B,BIP =M, (B .B,.)-

autovect’ ~autovect

O O O o

0 0

¢) Obtener las coordenadas del vector (-1, -1, 1,0) respecto de la base ortonormal de R* obtenida en el apartado b).

o

Coordenadas de (-1,-1,1,0) respecto de la base ortonormal B autovect -



[<(—1,—1,1, 0),%(1, —3,1,1)>,<(—1, 11, 0),%(1, 0,1, 0)>,<(—1, 11, 0),%(1,1,1,1)>,<(—1,—1,1, 0),%(1, 01 —2)>lﬁm
(43 1
- {7,_6,-5,0

ORN
autovect

Ejercicio 6: (10 ptos)

Construir la matriz y las ecuaciones, respecto de la base canodnica, del giro de angulo o = E y direccion y sentido dados

por el vectorv=V =

O N -

Tomamos una base ortonormal de R® formada por el vector V normalizado y dos vectores del plano ortogonal a V, y
con la misma orientacién que la base canénica.

1 -2\ (0 1 -2 0
BORN — 1 2 ,i 1,0, 1 2 1 0 ||=1.Portanto,
52| Nz
0 0)\1 0 0 B
1y (L
5| |
2 2
[T i |
NG 5
0 0
2 2
\/g \/g 0 1 0 0 1 0 O
GY % = cos(%) % +sen(%)| 0 :>MG§(B°RN,BOR“): 0 cos(s) -sen(z)|=|0 0 -1
0 0 1 0 sen(%) cos(%) 01 0
=2
0 \ﬁg 0
G| 0|=-sen(3)| —= |+cos(5)| 0
1 \ég 1
1 =2 1 2
NN PN (N
ASh M (BLB,) = C(B™ BIM . (B™ B™)C(B.B™)=| = L ofo 0 -1 2 L
BMETETNREE F |00 B
0 0 1 0 0
1 -2
— — 01 2
WS IEE (s (3% %
:EEOO 0 -1|=| ¢ ¢ #|=Ecs.Giro: |y |=|2 ¢ Z|Y
001%%0 FE O t)\E E O\




