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Definiciones y notacién

Movimiento absoluto: El de un sélido S5 respecto a unos ejes
fijos 57

Movimiento relativo:  El del sélido S5 respecto a unos ejes
moviles S() Yo

Movimiento de arrastre: El de los ejes moviles Sy respecto a

los fijos S}

Propiedades de Solidos:

w;ij 6 ayj : Velocidad o aceleracién angular del sélido \S; en su movimiento respecto a S
Propiedades de Puntos de Sélidos:

Vli\j[ (o} a;y :  Velocidad o aceleracién del punto M del sélido S; en su movimiento respecto a S
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Derivar en ejes méviles: Teorema de Coriolis
21

Vector A del espacio, proyectado en ejes S; Ozi1yi1z1 y en ejes Sy
Oxoyozo

A =111 +y1 j1 + 21 ki =20 10+ yo Jo + 20 ko

Derivada del Vector A considerando los ejes S; como fijos; los ejes Sy
pueden moverse:

Fijos
Al =irti+iii+ s ki+ o d +o i+ 2 k=

= &0 io + 9o jo + 20 ko + o io + yo jo + 20 ko =
M Sélido

=
= A, + 20 wor Ao + yo wor Ao + 20 wor Ao =

:A|O+w01/\(ﬂco ip+yojo+20ko) = A|1 :A|0+w01/\A
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Derivar en ejes méviles: Teorema de Coriolis

Matricialmente:

T 0
A = linjn, kil - Qw1 ¢ = Lio,Jo, kol - Q wo p = Ra-Vi| = Ro- Vo
21 20

a b
. Fijo ' ,_,)h ,_)H
Al, =B -Vi| + Ry Vi| = Ry Vol + Ro - Vi
a) Ro=Ri-Quo = Ro=Ri-Quo=Ro-Qly-Quo=Ro-

b) Ro-Vol = Al,

A|1:A|0+&'QOI'VO‘ =4 A|1:A|0+W01/\A

Nota: la velocidad angular de un sélido wqg; se deriva igual en ejes fijos S1 y en ejes ligados al propio
sélido Sy, pero no en ejes ligados a otro sdlido.
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Composicion de velocidades angulares

Aplicaremos el teorema de Coriolis a un vector arbitrario A en los movimientos absoluto (2/1),
relativo (2/0) y de arrastre (0/1):

- A|1 = A|o + wor A A
+ A|1 = A|2 + wor A A
— A|O = A|2 + wog AN A
— % = —% + (wo1 —wap —wo1) A A
(w21 — Wy — wm) A A = 0 VA = ‘w21 = Wy + wo1 ‘

La velocidad angular absoluta (2/1) es la suma de la de la relativa (2/0) y la de arrastre (0/1).
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Composicion de velocidades angulares

La composicién de giros es producto de matrices:
Ro=Ri1-Quo Ro=Ro Qo2 =Ri1-Qi0-Qp2 =R1-Q12
Por definicidn, la velocidad angular absoluta serd

Ro=R1 Qu=Ry QL Q2 =Ry

Qo1], =Q, - Quz = (Quo - Qo2)" - (Quo - Qoo) =
=Qp, - Q- (QlO Qo2 + Q10 'Q02) =
= QY - Q- Quo - Qo2 + Q- QT Q10 - Qo2 =
———
Qo1lo
= Q- Qo, - Qo2 + Do, = Qon |, + 0|, =
= ‘921 =Qo1+920‘
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Composicion de aceleraciones angulares

Derivando la expresion de composicién de velocidades angulares,

w21 = Wz + Wo1
nada (*)
Wor|, = waol, + wor|, =

T2 Coriolis

= a1 = wap|, +wor Aw + o

Qo1 = (oo + o1 + wor A wag

La aceleracion angular absoluta es la relativa, mds la de arrastre, mds un término complementario.

(*) Por definicién, la aceleracién angular es la derivada de la velocidad angular de un sélido respecto a otro,
considerando este ultimo como fijo.
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Composicion de velocidades
zZ0

Z1
Se descompone el vector posicién del punto M del sélido S5, M
y se deriva:
O;1M =0M + 0,0
O; M|, = OM]|, + 010|, 0

0; M|, = OM], + wo AOM + 0,0, /O/ 0

1

Por definicidn, el Vector velocidad de un punto relativa a unos ejes es la derivada de su vector
posicidén en esos ejes, considerados como fijos al derivar:

O M|, =v)]  OM|, =77 OM|,=vy  0:10], =v{

Por tanto,

M M
vyl = Vo + w1 A OM + V(())l

Los dos tltimos términos forman el campo de velocidades de Sy: cada término varia al cambiar el
origen O, pero la suma es siempre la misma.
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Velocidad de puntos sucesivos

En la expresién de la composicién de velocidades,

M M o)
Vo1 = Voo + v +wor AOM

si se aplica el campo de velocidades del sélido Sy, se llega a
una forma mds compacta:

M M M
Vo1 = Voo T Vo1

Absoluta = Relativa + Arrastre

= Forma simple e intuitiva: si uno se mueve sobre un vehiculo en movimiento (p.e., una escalera
mecdnica), su velocidad es la suma de la relativa al vehiculo més la del punto del vehiculo que
estd pisando en cada momento.

= Pero engaiiosa: M no es siempre el mismo punto de Sy, sino el que en cada momento coincide

con M (p.e., el escalén que se estd pisando).

= V(H no se puede derivar para obtener una aceleracién: ningtlin punto tiene siempre esa velocidad:

en cada momento la tiene un punto distinto.
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Tres aspectos de la velocidad

En los problemas de mecdnica, hay que distinguir tres tipos de velocidad:
= Velocidad de un punto que es siempre el mismo: un punto material de un sélido, que podemos

“marcar”: la velocidad absoluta v3! y la relativa vJ.

Se puede obtener derivando el vector posicidn, y se puede derivar para

obtener la correspondiente aceleracion.

= Velocidad de un punto de un sélido que en cada momento es distinto: la velocidad de arrastre v},

o el punto de contacto entre dos sélidos.
No se puede obtener derivando, ni se deriva. Se obtiene por campo de

velocidades o por composicién.
= Velocidad de sucesion: en el contacto entre sélidos, velocidad de un punto independiente (se
considera parte de un tercer sélido), que ocupa siempre una posicién relativa de interés, p.e., el

punto de contacto o el CIR.
Se puede obtener derivando, con cuidado de distinguir los sélidos. Se usa

para composiciones de movimiento entre los tres puntos presentes: el del
sélido 59, el del sélido S1, y el independiente Iy € Sj. Con frecuencia,
el punto independiente [ es el tinico que es siempre el mismo.

I 1o
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Composicion de velocidades - Ej: cilindricas

21 =20

Cilindricas: ejes moviles Sy = Ou,ugyu,

0/1 : Giro 0 alrededor de Oz;

M O

u Uy u,
=040 0 6O|=1r0uy

7 0 =z o
2/0 : Cartesianas en Ou,u, o "
OM =ru, + zu, 0 u;
M _ . :
Voo =7 U + 2 U, | .
) P
2/1 : Velocidad en cilindricas
M ) ur A
vy, =7u, +rfug+ Zu, o 7 !
|
I
|
0 ‘ o
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Composicion de aceleraciones
(a) (b) (c)
—_—
Derivamos la expresién v = vi) +wo A OM + V(())l
dvij dvi; \ M M
a = = —= w1 N Vog = asy + wo1 A V;
) dt |, at |, + wo1 A vy 20 01 A Vi
dw dOM
b) O\ A OM +wo A [ | +wo AOM | =
dt |, dt |,
= apgr AOM + wp A VZ\([) + wor A (w01 A OM)
vy 0]
—=| = a
9) dt |, 01
(v% + v(‘)\{ no se puede derivar porque )/ no es siempre el mismo punto)
EIAE - Mecanica Clasica 12 / 56

Composicion de aceleraciones

Agrupando los términos,

M _ M
a)) = ag) +

+ a§ + apn AOM + wo A (we1 A OM) +
+ 2wo1 A VZ\([)

Aceleracién absoluta = Relativa + Arrastre 4+ Coriolis

Si se aplica el campo de aceleraciones de Sy, se llega a

M M M M
ay = ay + ag + 2woer A vy

mds simple, pero hay que tener cuidado al calcular 331[ porque )M (siempre el mismo) coincide en
cada momento con un punto M de Sy distinto.
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21 =20

Composicion de aceleraciones - Ej: cilindricas

Aceleracién en cilindricas:
ejes moviles Sy = Ou,uyu,

Y1

0/1 : Giro 0 alrededor de Oz;

a)l =a§| + a1 AOM+
+ w1 A (wol VAN OM) = -
=0+ r0uy — r6%u,
2/0 : Cartesianas en Ou,u, o\ 71
M _ - I 3 uz
Voo =7 U + 2 U, 02
a% =7ru,+2Zu, rd 5
0w, M
T 7 g ’
I
I
|
o] ur
EIAE - Mecanica Clasica 14 / 56
cilindricas
21 =20

Composicion de aceleraciones - Ej:

Aceleracién de Coriolis :

M M
aco,r. — 2&)01 /\ V20 —

u, uy u,
=210 0 60|=2r0uy
r 0z

2/1 : Aceleracién absoluta en cilindricas

M

Ay = ru, +zZu, + 7‘éUQ—7‘92ur + 2f‘9u9

M __

= agl—(f — 7‘9'2>uw—|—(r§—|— 2f‘9)u9+ Z u,

15 / 56
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Composicion de aceleraciones - Ej: cilindricas

Dos términos idénticos en la Aceleracién de Coriolis , debidos a:

» Varfa vi al girar Sy » Varfa vy debido a vi!
dV.'” dV.f\[ ‘ i (w()l AN OM) =
20| — 2200 4 o AvY dt .
dt |, dt |, ‘
=---4 w01/\v% =+ ...

En cilindricas, |a/,,. = 276 ug

u,
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Movimientos inversos
1/0: S visto desde Sy
0/1: Sp visto desde Sy

m  Cdlculo: Composicién de movimientos con S1 = 55

= Movimientos inversos: {

1/1=1/040/1 = Reposo

w11 =0 =wig+wo1 — wo1 = —WwWio
a1 = 0= a9+ a1 -l—%%ﬂl’wﬁ — o1 = —OQ
vl =0 =vij+ i S
a‘l‘ll :O:a‘l‘6+ag{+2w01/\v1‘é — a(])vll:—a‘l\6+2w10/\v‘1\é

Si M es un punto fijo de Sy, en cada momento coincide con un punto ) distinto de S}
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Movimientos inversos: ejemplo
Y1
Yo 0/1
=TT T~ VM =Ré
// \\
N
\ xo
A\
M
\ 6,6
\
} 1
% I
I 1
Y1
Yo
-7 -_\\\\
e So. Ré
N
N o
A\
M
_RO2
RO \ o
\ 6,0
\
} 1
0 I
I z1

Yo

Yo

y1 10
~~.
N
N
N
\ o
\
\ M
\ -6, —0
\
|
o) 2 1 - 1
Vl\[/) =—R0O
Y1
~—
~
N
N
\\ xTo
\ M
—2R62 .
—R62 .
W —R6
o | e
0, -0 k
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independiente 55)

m  Condicién geométrica de contacto:

Contacto entre sélidos: condicion geométrica

Planos tangentes w1 y 7y comunes en el punto de contacto ('

Curva Cy sobre Sj:
Curva (| sobre Sy:

= (' como punto independiente (€ S5) recorre:
Puntos C' que sucesivamente serdn de contacto
Puntos ' que sucesivamente seran de contacto

Si no fueran w1 = mg, un sélido penetraria en el otro

= Sdlidos rigidos S y Sy limitados por superficies regulares en el punto de contacto ' (€ sélido

EIAE - Mecanica Clasica
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Cinematica de sdélidos en contacto

= Movimiento relativo 0/1, apoyandose en el punto de contacto C'

. \

= Se proyecta segun el plano tangente comin y la normal
Pivota

»  Velocidad de deslizamiento:

(' sobre C7 — vgl €Em VO e Tor
C sobre Cy — vg’o € o1

s Velocidad angular de:

e Pivotamiento: why L o
Desliza e Rodadura: wp1 € To1
wor = why || +wh| | = (wor - mo1) no1 +noy A (wor A nos)

= 5 Grados de Libertad: w8, (1), wh; (2), v§; (2)

= Ojo: velocidad de deslizamiento de dos sélidos en contacto (v§; € mo1) #
# velocidad de miimo deslizamiento del campo de velocidades de un sélido (v || wo)

EIAE - Mecanica Clasica 20 / 56

Sélidos con singularidades

Si la superficie que limita a uno de los sélidos tiene una singularidad en el punto de contacto:
= Su plano tangente no estd definido en ese punto
= Si el otro sélido tiene plano tangente, se aplica todo lo anterior

= Si los dos tienen singularidad, ya no es un contacto simple entre sélidos, sino otro tipo de ligadura
(e.g., una articulacién)

EIAE - Mecanica Clasica 21 / 56
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Rodadura, Pivotamiento, Deslizamiento

Rueda y pivota sin deslizar manteniéndose Rueda y pivota sin deslizar
vertical
z1
No desliza:
V£1 =0
Y1

wor = ¥ ki + o wo1 =V ki +0ip + £ jo

Wb =k w§1=<¢—¢0089) kg

why = Yo why = 0ig+ ¢ sin b jo

EIAE - Mecanica Cl3sica 22 / 56

Contacto sobre una curva

» Las sucesivas posiciones de la superficie ¥ del sélido mévil Sy forman una familia de superficies
en gjes fijos 51

= La envolvente de esa familia es una superficie X1 fija al sélido Sy

=  En cada momento ¥y y ¥; son tangentes en una curva

= Se usa en engranajes, levas, maquinas herramienta, roscas
= En todos los puntos de la curva se tiene que cumplir vgl € mo1

= 1 Condiciones = | grados de libertad

EIAE - Mecanica Cldsica 23 / 56
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Contacto sobre una recta

20

Entre superficies regladas: planos, cilindos, co-
nos, hiperboloide de revolucién, helicoide ...

Cumplir la condicién de contacto Vgl € o1 en
todos los puntos de la recta quita grados de li-
bertad.

Para superficies desarrollables, si v”5; L ky:

A c .
vior, vior Lk = war Lo

= Quedan 4 GDL: (1), y(1), wP (1), " (1)
= La ligadura quita 2 GDL: Z(-1), w" o (-1)
EIAE - Mecanica Cl3sica 24 / 56

Contacto sobre una superficie

Cuando dos sélidos tienen una superficie de contacto
20

wP

La condicién de contacto v{; € mo; se tiene que
cumplir en todos los puntos de la superficie

Esto reduce los grados de libertad

Apoyo sobre un plano
= vy, v, v €My = w' =0 (2GDL), £=0 (-1).
= Quedan tres grados de libertad: & (1), ¢ (1), wP (1)

EIAE - Mecanica Clasica 25 / 56
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Junta esférica

= En todos los puntos de la esfera, la normal comin tiene
direccién radial:
o1 = Uur
= Ningun punto de la esfera puede tener velocidad radial:
centro fijo.
= El movimiento se reduce a un giro arbitrario alrededor del

centro:
won ARu, L u, Vwo

s 3GDL: w;, wy, w,

Q

=0, 29=0

»  Es equivalente a fijar el centro de la esfera: sélido con punto fijo.

» 3 ligaduras: 9 =0, 2

EIAE - Mecanica Clasica 26 / 56

Superficie de revolucion

= Sélidos en contacto sobre una superficie de revolucién: sélo un grado de libertad, la rotacién ¢
alrededor del eje de revolucién.

= Si la superficie es un cilindro de seccién circular, hay otro grado de libertad: desplazamiento 2
segln el eje del cilindro

~ —

EIAE - Mecanica Clasica 27 / 56
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Roscas y tornillos
Contacto sobre un helicoide generalizado de paso H:

1 CDL { rotacion alrededor del eje } g‘ _ %ﬁ

desplazamiento paralelo al eje

.-

Perfiles de roscas mas empleados

EIAE - Mecdnica Clasica

Empotramiento

Si dos sdlidos estan en contacto sobre una superficie arbitraria X,
= En general, no es posible conciliar en todos los puntos de la superficie las dos condiciones:

e Campo de velocidades del sélido

e Velocidad relativa contenida en el plano tangente comtn

= No hay movimiento relativo: empotramiento
wor=0 vii=0 |0 GDL

= Se mueven como un Unico sdélido

;

\

¢

\‘

1
d \\\\\\\\

7

EIAE - Mecanica Clasica
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Angulos de Euler

»  Angulos de Euler: tres giros sucesivos en secuencia z-x-z

zZ1 = 22

Y2
. \ 0
x1 x2 T2 = I3

Precesién Nutacién Rotacién propia

= Dos composiciones de movimientos sucesivas:

4/1=4/3+ 3/1 =4/3+ 3/2 4 2/1
Wil = Wy3 + wsg + wo1 = ks + Oiz + Pk

EIAE - Mecanica Cl3sica 30 / 56

Velocidad angular con los angulos de Euler

Ejes cuerpo: proyectamos primero en ejes intermedios 3 (precesién + nutacion):

0
wil = pks+0is+k ={ ¢ sinb =
Yeosl+¢),
1/} sin 6 sin'p—i—@ Cos
=Y sint cosp — 0 sinp
P cost + o A
Z1 =22
Ejes fijos: proyectamos primero en ejes 2 (precesién)
@ .
0 0 cos) + ¢ sin 0 sin v v
Wyl = —p sinf = < 0 siny — ¢ sinf cos Y
Y+ ¢cost), ¥+ ¢ cos 1 —_ Y2
‘/A 0 o
1 w :EQ\
EIAE - Mecanica Clasica 31 /56
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Aceleracion angular con angulos de Euler

m  Por definicién, para un sélido

dw“
dt

. dw,,ll
. dt

Oyl = + w. 41

4

Se obtiene derivando las componentes de w,; en ejes fijos 1

Y también derivando las componentes en ejes sélido 4

m  La composicién de aceleraciones no compensa, pues hay que hacerla en dos fases

Qg = Qg3 + 31+ Wi Awyg =

= s + (g2 + o1 + war A wsg) + (Wi + war) Awas

y los términos correctores la hacen mucho mas complicada que la de velocidades.
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Tangencia de las axoides: definicién

Fija Lugar geométrico del E.I.R. en ejes fijos

" Axoide { Movil Lugar geométrico del E.I.R. en ejes sdlido

En todo momento el E.I.R. es comlin a las dos superficies

= En todos los puntos de contacto (E.I.R.), las dos axoides tienen el plano tangente comin m;
(hay que demostrarlo)

= Por tanto, cuando el sélido se mueve la axoide mévil y la fija son dos sélidos en contacto:

e Rueda: w" =wp || ELR. € mo1
e No pivota: wP? =0
e Desliza: vl =vP | EILR.

= En todos los puntos de contacto (E.I.R.), la velocidad de deslizamiento (contacto entre sélidos)
coincide con la velocidad de minimo deslizamiento (campo de velocidades del sélido)

EIAE - Mecanica Cl3sica 33 /56
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Tangencia de las axoides: demostracion

Punto independiente M € S5 siempre sobre el E.I.R.

M recorre la curva Cy sobre la AM
vig [1tg(Co) = vy €m

M recorre la curva (' sobre la AF
vii [tg(C1) = wvyiem

Composicién de movimientos:

M M M M, .D
Vo1 = Voo T Vo1 = Vo +V

V§{7VDE7T1 } N T = T

vil, vP em VM € E.ILR.

Q.E.D.

EIAE - Mecanica Clasica 34 / 56

Tangencia de las axoides: consecuencias

Si una axoide es superficie reglada alabeada, =
= La otra es también alabeada, y tiene los mismos:
= Planos asintéticos M

m Plano central ©E

r=y(u)+vi(u) +oo

(u) = [ ,’i’ il]
m Lineas de estriccién | siempre ]::n conta}::to ““"’;’ﬁ‘
L
11/

I
\ ?g&,&t‘m

m  Parametro de distribucién {

—+o0

'
i
Y

o2

SRR
7, i
ool
Y

EIAE - Mecanica Clasica 35 / 56
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Tangencia de las axoides: consecuencias

Si una axoide es superficie reglada desarrollable, =
= La otra es también desarrollable, y tiene:

= El mismo plano tangente en toda la generatriz M

= Aristas de retroceso | siempre en contacto

e Si una es cilindro (A.R.— o), la otra también (o plano)

e Si una es desarrollable tangencial, la otra axoide (cono, des. tang.) se mueve deslizando una

A.R. sobre la otra

e Siunaes cono (A.R.— vértice) y no hay deslizamiento, la otra es también un cono con el mismo

vértice (o un plano)

—
— >

i J

EIAE - Mecanica Clasica

Coordenadas esféricas

Ejes méviles u,, u,, uy siguen a M:

p:  Distancia del origen O al punto M

D: Angulo del plano OMz con el Oxz
0: Angulo de OM con Ozxy
Descomponemos el movimiento de M en:

Arrastre  0/1 :

Z1 = 20
Giro ¢ del plano OMz (Sp)

Relativo 2/0 :

Movimiento en polares de M (S2) den-
tro del plano OMz

Z1

\ ug

ki

EIAE - Mecanica Clasica
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Velocidad en esféricas

pcostl| = pcostpu,

0/1 : Giro ¢ alrededor de Oz;
vglf :vool—l—wOl/\OM:O+
u, u, uy
+ |¢sint 0O
p 0 0
2/0 : Polares en Oxz;
OM = pu,
2/1 :  Velocidad en esféricas

M M
Voo + Vo1 =

=

M _ - )
Voo = pu,+pbug

21 =20

VZ\{ = pu,+pcostpu, —|—/)9119

EIAE - Mecanica Clasica
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Aceleracidon en esféricas

Aceleracion de arrastre

M

0/1 :

Giro ¢ alrededor de Oz;

a(())l + o1 A OM+
+ w1 A (w01 AN OM) =

App =

u, U, Uy
=0+ [¢sind 0 pcosl|+
p 0 0
u, u, up
+ |¢sin 0 0 pcosl| =
0 pcost ¢ 0

Z1 = 20

\
\ o1 |~

—pcos? 0 p?
pcost @
pcos 0 sin 0 p?

EIAE - Mecanica Clasica
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Aceleracion en esféricas .
1
p0 .
N p
Aceleracién relativa  2/0 : Polares en Oxgz;  “ uo C
u, _ M
. ~
M _
vy = pu,+pbug g
o !
ip
M . ..
a)y = pu,+pu,y+
+pOug+pbug+phug = =
= (p_p() ) u/)+ (200+/)0> Ug
. : . . 256 PO
Donde u,)|0 =6uy y ug‘o = —0u,, N
u

de las coordenadas polares. N\ -

fpfi\ M
u, \| 0
0 io
En el movimiento absoluto, 1'1,,‘1 y 1'19‘1 tendrian que incluir la variacién con .
40 / 56
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Aceleracion en esféricas

Aceleracion de Coriolis :

M M
ac, = 2wor Avyy =

u, u, U
=2 |psinf 0 ¢$cosl| =
P 0 po
0
=2 ppcosl — pdpsinl
0
41 / 56
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Aceleracion en esféricas

Aceleracién absoluta 2/1 :

M

M _ M M M _
a) = ay + ay + ag, =

2 /in w0 A .
. - P p—p6% — pcos?fp?
\ ug ‘

—p6%7 M . .. R o g
-~ =4 pcosO¢@ + 2ppcost — 2pf psin b
u, \
o P \ 0

2/‘)9—1—,05 + pcos fsin O >

\ Triedro a derechas:
wo1 1 2 3

u, A u, = Uy

EIAE - Mecanica Clasica 42 / 56
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Movimiento plano 43 / 56

Movimiento Plano

Definicion:  Todos los puntos del sélido mévil Sy tienen velocidades paralelas a un plano fijo 7y .

Siulm=|u-vii=0vMes,

CV.: vl =vP fwn ANTM

donde: H ¢ E.IL.R.
onde: vP : Vel. min. desl.

Hay dos posibilidades:

wor = 0: vl =v§ Lu Traslacién (trivial)

vl =0 . L
wor #0: Giro alrededor de un eje fijo |u
wo1 H u

EIAE - Mecanica Clasica 43 / 56
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Simplificaciones

Campo bidimensional de velocidades y de aceleraciones:

= Plano mévil 7y y fijo 71, en vez de sélidos EIR
m  Corte del E.I.LR. con los planos: I, Centro Instantdneo de QIP
Rotacién, o C.I.R.
= v” =0 No hay deslizamiento O1 -
= vé\/{:wm/\IM wo1
" e/. ,
T
[
m  Con las direcciones de las velocidades de dos puntos se
determina directamente el C.|.R. A
m  Los mdédulos no son independientes por la equiproyectivi-
dad

EIAE - Mecanica Clasica

Base y Ruleta

= Siwpq || u, las axoides son cilindros normales a ;.
= Si trabajamos en el plano, solo necesitamos los cortes de las axoides
con sus respectivos planos: polares fija ( Base ) y mévil (Ruleta)

Base: Lugar geométrico de las sucesivas posiciones del C.I.R. sobre el
plano fijo

Ruleta: Lugar geométrico de las sucesivas posiciones del C.I.R. sobre
el plano mévil

Construccién: hojas de papel y alfiler sobre el C.I.R.

AF.

Base

E.lL.R.

Ruleta

EIAE - Mecanica Clasica
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Base y Ruleta ruedan sin deslizar

El C.I.LR. I, como punto independiente (seguidor del C.I.R. o sélido S5), recorre la Base sobre 71 y la

Ruleta sobre g

I _ T
Vo1 = Vy + X/(I){

tg(C1) tg(Co) CIR
tg(Cr) = tg(Co)
()
Velocidad de sucesién del C.I.R.:
Base
V£1 = Véo =v'
T

dsy dso t1 = tg — Son tangentes en [

—t; = —1tp =

dt dt s1 = sp+ Cte. — No desliza

= La Ruleta rueda sin deslizar sobre la Base
EIAE - Mecanica Clasica 46 / 56

Propiedades de 3 planos

= Tres planos paralelos 71, myp y 72 se mueven—Hay 6 movimientos distintos: 2/1, 2/0, 0/1 y sus

inversos.

:

" ‘.7-21, I5o e Ip1 estan alineados

Por movimientos inversos,
cuando M es el C.I.R. de uno:

e M arbitrario:
e SiM e Iyly,

M | M _ M.
Voo + Vo1 = Vaor.

M

M T 7 M T o7
V505 Vo1 1 120[01 = Vo1 1 120[01

= I € Iyln

M _ M.
ij — " Vi

I —0=—
v, =0=—v

v
I

Ji
Teorema de Kennedy

EIAE - Mecanica Clasica
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Propiedades de 3 y 4 planos

»  Los CIR de cuatro planos estan en los vértices de un cuadrildtero completo

Con un cuarto plano 73, hay 12 movimientos distintos: o1, oo, lo3, 112, I13 € Is3 mas los seis
inversos. Se pueden formar cuatro composiciones de movimientos cuyos C.I.R. estdn alineados de 3 en
3 (cuadrildtero completo):

I
n
/ \
/ \
/ \
/ \
\
2/0+0/1=2/1 I, Io1, 1 / \ s
/ _-x
3/0+0/1=3/1 I3, 101,131 Iy / -~ \
/o \
3/2+2/1=3/1 I3,151,13 //,/’7 AN
- /
3/242/0=3/0 I3y, Iz, I30 T / N
- - — - - — - - — = A Y
I3 Iy I3
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Aplicaciones: Mecanismos

Mecanismo de 4 barras

EIAE - Mecanica Clasica
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Aplicaciones: Mecanismos

Mecanismo de 4 barras

vfl = V§41 + w91 N AB

I3
EIAE - Mecanica Cl3sica 50 / 56
Aplicaciones: Mecanismos
Corredera
I
\\
I 0 \\\\
~ \\\ 130
~5» 0 @ @@-»_ @ @O ____-C ~ _\._\-
I
N\
AN
AN
N\
~ o N\ I 1
\\\
L
AN
\.
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Traslacion circular y rotacion

EIAE - Mecanica Cl3sica 52 / 56

Campo de aceleraciones plano
Los tres campos vectoriales son ahora planos: wqy || wor

a% = 3641 + wor AN AM + wpr A (wm/\AM)

]
yA
Constante
|

Centripeta

EIAE - Mecanica Cl3sica 53 / 56
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Estructura del campo de aceleraciones

a(])\{ = aoAl + wor A AM + wo1 N (wm /\AM) =

= afy + wo1 A AM — W} AM

Términos en ¢ y w” proporcionales a la distancia AM:

n _ w01
tan;)’ = T

“01

3 Constante para todo el campo de aceleraciones en cada instante, pero
varia con el tiempo.

EIAE - Mecanica Clasica 54 / 56

Estructura del campo de aceleraciones

alj=0 = H Centro de aceleraciones

Por ser paralelos wg; y wp1, hay una estructura similar a la del campo de velocidades. En
el movimiento general no existe.

EIAE - Mecanica Cl3sica 55 / 56
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Centro de aceleraciones

m  El centro de aceleraciones H se puede determinar analiticamente:
ag; :a§1+ o1 N A——VU(QHA—:O
= Multiplicando vectorialmente por
o1 N\ aoAl— 3114——;0(2)1( o1 N\ A—) =0

= vy sustituyendo wg; A A/l de la primera expresion,

A 29 2 (2 T A
01 A ag — Wi AH — wgy (wgy AH —~g1) =0
m  Por tanto,

A, 2 A

AT = 2ot A apy + wpp apy
= 2 A
01 1t wWor

EIAE - Mecanica Cl3sica 56 / 56
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