Tensores cartesianos y
propiedades de materiales

anisotropos



Propiedades de materiales anisotropos

» Muchos usos tradicionales y avanzados de los materiales
se basan en que wna o varias de sus propiedades fisicas
son diferentes en diferentes direcciones (no tienen

simetria rotacional)
» Es decir, son anisotropos

» Pero pueden ser homogéneos o heterogeneos segun que

posean 0 no simetria translacional.
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Ejemplos de materiales anisétropos

to ancient Rome, and similar techniques

DAGGER with a Damascus steel blade,
from Mughal India, was made in about
1585. The fine-quality blade is thickened
near the point to pierce armor; the gold
hilt is set with emeralds and rubies.

went ta Pendrav’s blacksmith shop near

Materiales laminados

DETECTING A MISPRINT inyour genes can alert you to poten-

tial diseases early enough for you to take preventive measures. e
seccion A-A

But it can also get you fired, as surveys are showing. Legislation
protecting private-sector employees has not gone anywhere.

wr the growth of particles of hard iron carbide

H =z . . re the light-colored bands in the Damascus
D Ifu S I O n d Ife re n C I aI sgraph shows light and dark bands in a sec:
nal Damascus sword. The lower micrograph

ugh the author’s modern reconstruction. The

he two structures indicates that the moderr

en electroforesis

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 3



Propiedades de materiales anisotropos

en un tratamiento
interesa que la difusion
perpendicular a la piel
sea mayor que paralela
a la misma

Difusion de medicamentos
a traves de la piel
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Propiedades de materiales anisotropos

f en una proteccion solar

@ R interesa que la difusion
| : . I perpendicular a la piel
e = g sy f/f sea pequefia

Difusion de medicamentos
a traves de la piel
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Propiedades de materiales anisotropos

Ala de airbus
compuesto (“‘composite”)
epoxi-carbono
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Propiedades de materiales anisotropos

Multiplexador para fibra optica

........

MEMS Switch

______

TILTED MIRROR in a MicroElectroMechanical System (MEMS) switch i ;
(photograph shows close-up) bounces a lightwave from an incoming SR -
fiber onto a reflector, off another mirror and into an outgoing fiber.

El movimiento de los microespejos
puede controlarse por medio

de la piezoelectricidad o

la termoelectricidad
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0
0 |kJ/s-m-K
0.13

baja conductividad térmica
paralelamente
a la superficie

alta conductividad térmica
perpendicularmente
a la superficie
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Propiedades de materiales anisotropos

» Algunas propiedades de materiales con apl. anisotropas:
 difusividad masica
» conductividad eléctrica
» conductividad térmica
» permeabilidad magnética
e expansion térmica
 actividad optica
» efectos piezoeléctrico directo e inverso
» efecto Hall
» efectos Pockels y Kerr
» efecto termoeléctrico
e complianzay rigidez elasticas
 efecto piroeléctrico

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 9



Tensores cartesianos

» Para poder hacer calculos con materiales anisétropos es
preciso adquirir un bagaje minimo de calculo tensorial*

» Distinguimos dos tipos de tensores:
v de materia
e representan propiedades fisicas de un material
» 0 coeficientes fenomenologicos en ecuaciones constitutivas
» suelen ser los mismos en todos los puntos del espacio
v de campo

e representan soluciones de ecuaciones de campo

» suelen ser distintos en cada punto del espacio

* en esta asignatura soélo se requieren conocimientos basicos de tensores cartesianos, es decir, los asociados a
transformaciones de coordenadas no sélo lineales sino ademas ortogonales. En este caso la distincion entre tipos
covariantes, contravariantes y mixtos desaparece, y el célculo se reduce a la manipulacién de diadas, triadas, etc. y no es
necesario recurrir al tensor métrico. Por tanto estas notas son vélidas exclusivamente para tensores cartesianos.
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> Tensores de materia:

difusividad masica
conductividad eléctrica
conductividad térmica
permeabilidad magnética
expansion térmica
actividad Optica

efectos piezoeléctrico directo e inverso
efecto Hall

efecto Kerr

efecto termoeléctrico
complianza

rigidez

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» Tensores de campo de orden 1:

» desplazamiento, velocidad, aceleracion, fuerza

» de orden superior a 1 sélo estudiaremos:
» tensor de esfuerzos
» tensor gradiente de velocidad

» tensor gradiente de desplazamiento

» El modo de operar con los de campo y de materia es el mismo

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

> Notacion

v el orden de un tensor es el numero de subindices que tiene

v de modo informal, es una “tabla” de 1, 2, 3, ... dimensiones (tantas
como el orden) que contiene, en general, d°rden elementos, donde d es
la dimension del espacio (en esta asignhatura, 3)*

v' denotaremos el orden subrayando la variable (propiedad, campo)
tantas veces como su orden tensorial

0 piezoeléctrico

D difusividad

coeficiente de difusion d modulo

es un tensor de materia
de tercer orden

es un tensor de materia
de segundo orden

* la definicion rigurosa se vé mas adelante

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 13



Tensores cartesianos

» Ejemplos de tensores de materia

1¢" orden

coef. piroeléctrico
— (C/m2.K)

Im IR 1= 19 I ||O

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,

2° orden
difusividad (m2/s)
resistividad eléctrica (€2.m)
conductividad eléctrica (S/m)
conductividad térmica (W/m.K)
coef. de expansion térmica (K1)

constante dieléctrica relativa (-)
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Tensores cartesianos

» Ejemplos de tensores de materia

3¢ orden 4° orden

complianza elastica (Pal)

1w

modulo piezoeléctrico directo e
inverso (C/N)

lli=2

(efecto Kerr) (m2/V)

C  rigidez elastica (Pa)
I coef. electrooptico lineal (efecto =
=  Pockels) (m/V)

S coeficiente electrodptico cuadratico
Q coef. de efecto Hall =

(QQ.m/T)
coeficiente magnetoresistivo
(cuadratico) (Q.m/T?3)

coeficiente fotoelastico (-)

13 1D

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 15



Tensores cartesianos

» Ejemplos de tensores de campo

1¢r orden
V velocidad de un fluido (m/s)

U  desplazamiento (m)

E campo eléctrico (V/m)

J flujo masico de A (kg/m? s, o
—A  kmol/m2s o d&tomos/m? S)

E polarizacion (C/m?2)
l densidad de corriente

eléctrica (A/m?)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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1™

2° orden

tensor de esfuerzos (Pa)
tensor deformacion (-)

tensor velocidad de deformacion (1/s)
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Tensores cartesianos

» Las operaciones con tensores de campo generalizan las
relaciones ya conocidas entre escalares (tensores de orden

0) y vectores (orden 1). P.ej.:

_— \

deformacion = coeficiente de expansion térmica x incremento de temperatura

AT

I
IR

» Cuando un material es isotropo, el coef. de expansion térmica es el mismo en
todas las direcciones & = aAT

« Un material no isotropo se deforma de modo diferente en diferentes
direcciones & = aAT

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 17



Tensores cartesianos

» Muchas de las relaciones que conocemos en su version

escalar (para materiales isdtropos) son en general

J,=-D-VC,

SN

flujo masico = difusividad x gradiente de concentracion

P=d:iz

[

polarizacion eléctrica = modulo piezoeléctrico x esfuerzo

tensoriales

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» Reflejan p.ej. el hecho de que en la ley de Ohm, cada componente del
campo eléctrico puede depender de todas las componentes de la
densidad de corriente: E, = p,,J; + p,J, + P35

E, = pydi + 0595 + s
E; = pyydi + 050, + 0335
» 0 bien, p.ej. que en el efecto piezoeléctrico inverso, cada componente

de la deformacion puede depender de todas las componentes del

campo aplicado: &1 = B0y, +E,d,;, + E
&, = E/dyy, + E,dy, + Eydy,
&5 = B0y + B0, + By,
etc ...

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 19



Tensores cartesianos

» Las direcciones coordenadas se especifican como 1, 2 y 3 (no como X,y,z)

» Usaremos varios tipos de productos entre tensores; estos productos (que se

definen a continuaciéon) se denotan por medio de simbolos como
- .1 X
» En ocasiones usaremos con estos productos tipos especiales de paréntesis para
hacer patente la naturaleza (orden tensorial) del resultado de un producto:

() =escalar | ]=vector (tensor 1" orden) { }=tensor 2° orden

» El orden del resultado de un producto se obtiene del siguiente modo:
signo de multiplicacion orden del resultado

suma de 6rdenes de los factores

v

ninguno
X

v

suma de o6rdenes de los factores - 1

suma de o6rdenes de los factores - 2

v

suma de o6rdenes de los factores - 4

v

suma de 6rdenes de los factores - 6

v

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 20



Tensores cartesianos

» Por ejemplo:

!y es de orden 1+1=2

|

X

<<

es de orden 1+1-1=1

[

{g . Z} es de orden 2+2-2=2

)

i Z') es de orden 2+2-4=0

es de orden 4+2-4=2

18

C:

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» Los vectores unitarios (cartesianos) se denotan como:

01,0,:05

» La delta de Kronecker o simbolo de Zehfuss como:

+1 si 1=
0; = L
L0 sioi#
» El simbolo de permutacion, o simbolo de Levi-Civita, o simbolo de

Eddington®*, como:
(+1 si ijk=123,2310312

&g =1 -1 si 1jk=321,2130132
|0 si hay dos indices iguales

* mas exactamente, el simbolo de permutacion es un pseudotensor (de tercer orden), del mismo modo que el resultado de un producto
vectorial es un pseudotensor de ler orden, pseudovector o vector axial; en contraposicién con un vector polar, vector propiamente
dicho o tensor de ler orden; en esta asignatura no tendremos en cuenta la distincién entre tensores (paridad impar, que son

invariantes bajo rotacion) o pseudotensores (paridad par, que son invariantes bajo rotacion y reflexion)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 22



Tensores cartesianos

> Se verifica: ¢ =%(i—j)(j—k)(k—i)

3
D ik =m0 in — O,
k=1

im“ jn in® jm

3 3
ZZgijkghjk =20,

» Un determinante 3x3 puede escribirse como:

a, a, A | . .

Ay Ay A= ZZgijkaliaZja3k
i=1 j=1 k=1

Ay Ay Ay

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» QOperaciones con vectores unitarios:
(éi 0, ) =5, (producto escalar)

3
[é- X0 ] = Zgijkék (producto vectorial)
k=1

» Expresion de un vector (tensor de 1¢' orden) en vectores unitarios:

V= iéivi
i-1

Esta expresion puede interpretarse como “e/ tensor \ , en el lugar

indicado por el indice \, contiene el valor (componente) Vi “

3
» Magnitud de un vector (médulo): M — /zviz
i1

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 24
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Tensores cartesianos

» Convenio de sumacion sobre indices repetidos (Einstein): en un
producto en el que aparece uno o varios indices repetidos (y no hay
signos de sumatorio explicitos sobre esos indices), se entendera que

existe sumacion sobre esos indices. Esta convencion es exactamente

equivalente a mantener los sumatorios, pero elimina los signos de sumacion y
reduce notablemente la complejidad de las expresiones. P. ej. un vector puede
escribirse como:
3
V=0V, =Q 0V, v = vy, =

indice repetido | = suma sobre este indice

g g 2 o [2
Atencion: en la expresion Vi NO hay indice repetido, por tanto no hay suma sobre I: Vi %

La expresion Vi significa “el cuadrado de la I-ésima componente del vector” (donde el valor de |1 no esta especificado)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 25



Tensores cartesianos

> QOperaciones con vectores:

escalar por vector: SV =SJ,V. = J.(sV,)

producto escalar u-v=_(su)- (é,—Vj) = (9, °éj)uivj — 5ijUiVj = UV,
de dos vectores:

(esta expresion contiene dos indices repetidos, es por tanto una doble suma con un total de 9 términos.

De estos nueve términos, la & de Kronecker selecciona los 3 términos que se indican)

producto vectorial: uxVv =(5u)x(5,v;)=| 8 xJ; |uV; = &, 5,UV; = £;5,uV; =
o 0, O
= (U Uy U
v, vV, V,

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 26



Tensores cartesianos
» Para tensores cartesianos de ordenes superiores se opera de modo
analogo. En vez de vectores unitarios se utilizan diadas, triadas, tetradas,

etc. unitarias: o
> Las diadas unitarias son: éiéj, 1,]=1,2,3 (hay?9)

élél’éléZ’élé3’é2él’é2é2’é2é3’é3él’é3é2’é3é3
» Las triadas unitarias son: éiéj ék, , ,k=12,3 (hay27)

> Las tetradas unitarias son: 0;0 0,0, , J,k,1 =1,2,3 (hay 81)

y asi sucesivamente para ordenes superiores

» El nombre de las diadas es “delta i delta ', el de las triadas es “delta

/ delta J delta K’, etc. Es decir, la diada unitaria es el “bloque™: é,él
etc.

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 27



Tensores cartesianos

» Un tensor de 2° orden se expresa en funcion de sus componentes y

de las diadas unitarias de modo absolutamente analogo a uno de 1°'

3 3
orden = 225 5 T — é,éj Tij (dos indices repetidos, doble suma,

YiY
i=1 j=1 9 términos)

Esta expresion puede interpretarse como “en el tensor T , en el lugar

indicado por los indices 1}, colocar el valor (componente) T;;

Representando el tensor de 2° orden como una matriz (atencién: un tensor de 2° orden NO
€S una matriz; sus componentes se pueden representar como una matriz; la distincion se

ve mas adelante)

|

columnaj

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 28



Tensores cartesianos

» Un tensor de 3= orden se expresa en funcion de sus componentes y

de las triadas unitarias de modo absolutamente analogo a uno de ler

0 de 2° orden N |
2225 le :éiéjékdijk (tres indices repetidos,

triple suma)

Esta expresion puede interpretarse como “en e/ tensor Q , en el lugar

(componente) indicado por los indices \|K, colocar el valor d ik

Representando un tensor de 3¢ orden como un cubo: indice k

¥

ijk | <«—indice i

indice j

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 29



Tensores cartesianos

» QOperaciones con diadas unitarias: es una generalizacion directa de las operaciones

con vectores unitarios:

55,0, |=8,(8,-8,)=08,
[—' =1 =k =i (—J 9, ) =9 Ik (productos escalares, o contracciones, de diada unitaria por
vector unitario
[6,:8,0, |=(8,-8))8, =, )
_ B (producto escalar, o contraccion,
{éi éi 0k 9, } =9 (5 9x)9, = é' =9 é'gik de dos diadas unitarias
(éi 0,:0,0 ) (0,-0)(0;-9,)= 5”5jk (doble contraccién de dos diadas unitarias)

» Como regla general, cada “ - ” (llamada “contraccion de indices” o producto interno) opera
sobre los simbolos que estan inmediatamente a su izquierda y a su derecha, es decir, es
formalmente idéntico a un producto escalar de los dos vectores unitarios adyacentes al
operador.

» Cuando hay mas de una contraccion (p.ej. “ . ” es una doble contraccién tensorial), se

lleva a cabo la operacidn anterior tantas veces como contracciones haya.

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 30



Tensores cartesianos

» QOperaciones con triadas, tetradas, etc. unitarias: se aplica la regla

general de la transparencia anterior hasta realizar todas las

contracciones:

0,0 .0y

_I_J

5,}=0,8,(5,-8)) =

[5.5-5 Zé,5] 6;(0,-6,)(0;9,)=0:640,

(8:6,8,:8,8,8,)=(8,:8,)8,-8)(S;-5,) =

= 5in5jm5k|

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,

producto, o contraccién, de triada unitaria
por vector unitario; resultado: tensor de 2° orden

doble contraccion de triada unitaria

por diada unitaria; resultado: tensor de
ler orden

triple contraccion de triada unitaria

por triada unitaria; resultado: escalar,
tensor de orden cero

31



Tensores cartesianos

» Mientras que las contracciones anteriores reducen el orden del resultado
respecto a la suma de ordenes de los factores, existe finalmente otro
tipo de producto, el producto diadico, no conmutativo, de dos

vectores, cuyo resultado es un tensor de segundo orden:

Producto diadico de dos vectores. Se denota escribiendo los

uv = éi éj U|VJ dos factores sin ningun signo de multiplicacion entre
ambos. Resultado: tensor de 2° orden (con 9
(UV -+ VU) componentes, hay doble suma, sobre los dos indices
repetidos)

» Usando las anteriores definiciones, el modo de realizar productos es:
Doble contraccion de dos tensores de 2° orden:

((:7 : ;) = (éiéjo-ij) (09,7 ) =(9,-6,)(0;-6,)0yTy = 0,0 y04Ty = 04T},

de los términos gque contiene esta expresion (hay cuatro indices repetidos y por tanto 34 = 81 términos), las dos ¢ de Kronecker
seleccionan los 9 (=32 doble suma) términos que se indican; es decir, aquéllos para los que i=l y j=K, o lo que es lo mismo,

en la pendltima expresion se identifican i con | y j con K, puesto que tienen que ser iguales estos indices

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 32



Tensores cartesianos

» Tensor de 2° orden por vector:

[QMJ = (éiéjaij)°(ékvk) =0, (é, 'ék)aijvk :éi5jk0ijvk :éiaijvj

3
es decir, el resultado es el vector cuya componente i-ésima vale: 0;V; = Z O;iV;
j=1

Se puede comprobar que el modo de calcular este producto se
corresponde exactamente con el modo de calcular el

los nombres de los indices pueden cambiarse a

producto de una matriz por un vector columna.
voluntad, con tal de hacerlo de modo

consistente. Son variables “dummy” o
etiquetas, es decir, el nombre particular que

/ lleven es irrelevante

[M'g] = (ékvk)'(éiéjaij) :éj(ék 'éi)aijvk :éjé‘kio-ijvk :éjo'ijvi :éiajivj

es decir, el resultado es el vector cuya componente j-ésima vale:

Se puede comprobar que el modo de calcular este producto se 3
corresponde exactamente con el modo de calcular el oV = Z TV,
producto de un vector columna transpuesto (fila) por una
matriz.

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 33



Tensores cartesianos

» Contraccion de dos tensores de 2° orden:
{g;} = (9, éjaij)'(ékélz-kl) =0,9, (é, 'ék)aijrkl =0,0,040Ty =0,0,04T

ij ¢l

3
es decir, el resultado es el tensor cuya componente i,l-ésima vale:  0}7; = ZGijle
j=1

Se puede comprobar que el modo de calcular este producto se
corresponde exactamente al modo de calcular el producto de

dos matrices cuadradas 3x3.

» Escalar por tensor de 2° orden:

todas las componentes se multiplican por el escalar.

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 34



Tensores cartesianos

» Tensor de 3¢ orden por tensor de 2° orden:
[215}(5 o 5djk|) (OnOnTmn) = 5 OmOy dJkITmn :éjdjklrlk

es decir, el resultado es el vector cuya componente j-ésimaes: d r — Z Z d. r
L : . : . ILUMLS JkI 1k
La ley constitutiva de la piezoelectricidad directa es precisamente k=1 1=1

de esta forma: . :
| > E = g . T «—— esfuerzo a que se somete el material
polarizacion que aparece en el material 4—|

maodulo piezoeléctrico del material

» Vector por tensor de 3¢ orden:

{g-g} (SE)-(5,8,8,d,)=8,8,(5,-8,)Ed,, =5,8,6,Ed,, =58 Ed,

es decir, el resultado es el tensor de 2° orden cuya componente k,I-ésima es: EidikI = Z Eidikl

La ley constitutiva de la piezoelectricidad inversa es precisamente de esta

forma: » & = E g<_|— modulo piezoeléctrico del material

A

deformacién que aparece en el material |
campo eléctrico a que se somete el material

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» Tensor de 4° orden por tensor de 2° orden:

{gé}:(éjéka Jklm) (5 5p np):éj5 5 5I Jklm np _5 5 CJklm ml

3 3
o
es decir, el resultado es el tensor de 2° orden cuya componente jk-eésima vale: C,, &, Z ZCJklm Enl
=1 m=1

La ley constitutiva de la elasticidad lineal (ley de Hooke) para materiales

anisotropos es precisamente de esta forma:

T =

esfuerzo que aparece en el material —— 5 = 24_.— deformacion a que se somete al material

—F’IIIIO

rigidez eléstica
es decir: esfuerzo = rigidez x deformacion

o bien en la forma: deformacion = complianza x esfuerzo

=5.7

esfuerzo a que se somete al material

complianza elastica

deformacién que aparece en el material —'_’_

_r»

36
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Tensores cartesianos

» Tensor simétrico en dos indices: es un tensor de cualquier orden para el que se

verifica: _
T jkm.. =T jikm...

se dice que es simetrico en esos dos indices. Si se verifica: T _jum.. = ~ 7 _jikm..

el tensor es antisimétrico en esos dos indices.

» Tensor transpuesto de un tensor de 2° orden: si Z =9,0,7;

:
el tensor transpuesto es: Z =9;9,7;

» Tensor unitario de 2° orden: sus componentes son 0 o0 1 segin: O = 9,0,0;;

Se cumple: 9., =3

, ] 1 1
» Modulo de un tensor de 2° orden: ‘g‘ _ /E(g : gT) _ /ETUTU' (doble sumatorio)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 37



Tensores cartesianos

> Invariante de un tensor de 1° orden: solo tiene uno: V-V = V.V,

(no depende del sistema de coordenadas)

» Invariantes de un tensor de 2° orden: es posible definir tres cantidades que son

independientes del sistema de coordenadas utilizado: las trazas de las tres primeras
potencias del tensor:

| =tr(z) =7,

Il= tr(gz) - tr(gg) =TT

1 :tr(j) :tr((gg) -g) =TT, T

ij“ jk
Es posible definir otros invariantes (cualquier funcion de estos invariantes es evidentemente
invariante), pero estan necesariamente relacionados con éstos, de modo que solo existen
tres independientes. También suelen emplearse estos:
I, =1
1
L, ==(1%=1)
2
2

! :%(|3—3| A1 +2111) = det(r)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

: : 0
» Con el operador diferencial “nabla” o “del”: V=94 v
(cartesiano) podemos definir: |
) Vs =5 0S Atencion, algunos textos definen
» Gradiente de un campo escalar: *°>=<% 5 - — el gradiente de un campo
(vector o tensor de ler orden) vectorial como: ;0 a_i
X .
J
. . O oV,
» Gradiente de un campo vectorial: vy =|gs5 -2 (5J-V,-)=5-5J— s I
—— T ox ) — ) ox.
(tensor de 2° orden) ' !
» Divergencia de un campo vectorial: (V-v) :(5_ i)-(avj ) =3, ad) _ M
-\ Tox )\ Y ox.  ox
(escalar o tensor de orden cero) ' ' !
» Divergencia de un campo tensorial de or. |
o vor]= 6| (8,80,) =80, =, 0
2° orden (vector o tensor de orden uno) = OX. 1= ' ox OX.
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Tensores cartesianos

» Ejemplo, la ecuacion constitutiva del fluido newtoniano e

ov,

ov.
0, en componentes: z=0,0;7; =—u9,9; (—J+_J

ox  0X;

» Es decir, si nos dan el campo de velocidad en todos los puntos de un

fluido, v(x,Xx,,x,) podemos calcular qué esfuerzo aparece en cada punto

de este fluido. En representacion matricial:

5 ov, ov, oV,

ov, ov,

+
OX, oX, 0%,

+
OX,  OX,
ov, 0V,

o
oX, OX OX,
ov, N oV, 0OV, OV,

+
OX; OX, OX; OX,

gue es simetrico

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,

+
OX, OX,
Ny

0X,

S: 7= —ﬂ[YMJr(YM)TJ
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Tensores cartesianos

» La definicion de tensor cartesiano se basa en su comportamiento bajo

una rotacion de ejes coordenados (cartesianos):

Sean ®®® un sistema de ejes
cartesianos (el sistema “viejo”) y @', @’
y @’ otro sistema (el sistema “nuevo”)
rotado respecto al primero.

' to

Im

componentes de E ‘-~

Sea l; =cos®; el coseno
en el sistema viejo

del angulo que forman los
ejes i nuevo y j viejo.

componente @ E,
en el sistema nuevo

®1

Un vector E cuyas
componentes E; son

@ conocidas en el sistema
viejo tiene como
componentes en el sistema
nuevo: B/ =I;E; (suma
sobre indice repetido)

|21 El + |22 Ez + |23 E3
La componente @’, nueva, es la suma de las
proyecciones de las componentes viejas sobre el

nuevo eje @’
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Tensores cartesianos

» Esta regla de transformacion Ei’ = Iij Ej garantiza que el vector E (por ejemplo un
campo eléctrico) mantiene su significado fisico antes y después de la
transformacion, es decir, representa la misma magnitud fisica (que

necesariamente debe ser independiente del sistema de coordenadas).

» Los cosenos que definen la transformacion de sistema de coordenadas pueden

representarse como una matriz ortogonal:
t
L= |21 |22 |23 gue cumple L =L"= |12 |22 |32

Las filas de L son las componentes de los vectores unitarios nuevos expresados

~

en el sistema antiguo.
» La matriz de la transformacion inversa, del sistema nuevo al viejo, es |~_‘1 = |~_T

(la matriz de tranformacion no es un tensor. Las matrices se denotaran por un

subrayado con tilde: L)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

> Aungue las componentes de E cambian (se transforman) de valor
numeérico al rotar los ejes, si la transformacion es la indicada, los valroes
numeéricos de las nuevas componentes son tales, que el vector se

mantiene invariable en el espacio.

» Este requerimiento fisico es la base de la definicibn matematica de
un tensor cartesiano de primer orden: se define como una magnitud

cuyas componentes, al rotar el sistema de referencia por medio de L ,

se transforman como: |E/=1,E;| (*)

» Desde el punto de vista fisico, debe existir un modo de verificar que
efectivamente se cumple (*). Por ejemplo, si se miden las componentes
de E antes y después de rotar el sistema de referencia y se observa que
se cumple (*), entonces E es un tensor de primer orden. En caso

contrario, no lo es.

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» Por tanto, cabe preguntarse ;como se transforman las componentes de

magnitudes como la difusividad anisotrépica, la rigidez elastica, etc?

» Tomando como ejemplo la ley de Ohm: E = p-J , o bien por
componentes: E; = p,J, , puesto que tanto el campo eléctrico como la
densidad de corriente eléctrica son tensores de 1 orden, se

transforman como:
Ei’zlijEj E. :IjiE;
Ji’:lijJj J. =1.J°

JiY ]

» Experimentalmente se ha comprobado que la ley de Ohm es valida
independientemente del sistema de coordenadas, es decir en ambos:

E, :pij‘Jj Ei’:pi;‘J;

donde las magnitudes con ~ estan expresadas en el sistema nuevo.
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Tensores cartesianos

» Podemos por tanto escribir:

Ley de Ohm en ' '
. — » E'=
el sistema nuevo ~F I

. ., ! .,
/transformacion de E transformacion de J

" al sistema viejo al sistema nuevo

El = IijEj = Iijpjk‘]k = Iijpjkllk‘JI, |'
,'| \/ ,,’

Ley de Ohm
en el sistema T
viejo Lo

igualando  --=="----
se deduce que las componentes de las dos resistividades en los dos sistemas deben estar
relacionadas por: P

P = Iijllkpjk

Solo de esta manera se garantiza que:
el campo y la densidad de corriente mantengan su significado fisico (sean tensores de 1" orden)

» se cumpla la ley de Ohm en los dos sistemas de referencia, es decir, la resistividad eléctrica
mantenga su significado fisico (sea magnitud tensorial de 2° orden)

45
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Tensores cartesianos

» La definicion de un tensor de 2° orden es por tanto: una magnitud

cuyas componentes, al rotar el sistema de referencia por medio de L

se transforman como:

T'j, = IikleTkI

» Por un procedimiento analogo (p.ej. usando la ley constitutiva de la

piezoelectricidad inversa £ = E g ) se verifica que la definicion de un

tensor de 3¢ orden debe ser: una magnitud cuyas componentes, al

rotar el sistema de referencia por medio de L se transforman como:

Y para 4° orden:

el nimero de
factores es

, —
Tijk T IiIIijknTImn

/
ijkl

T

= Iimljnlkpllq mnpq

igual al

orden del

-

tensor.

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,

en el 2° miembro de esta expresion hay tres
indices repetidos, por tanto es una suma triple,
sobre cada uno de ellos, y por tanto contiene
33=27 términos. Es decir, para calcular cada uno
de los 27 términos del tensor en el nuevo sistema,
es preciso sumar 27 productos como el indicado.

Igualmente, para calcular cada uno de los 81
términos de un tensor de 4° orden en el nuevo
sistema, es preciso sumar 81 productos como el
indicado.
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Tensores cartesianos

» Es importante apreciar que las leyes de transformacion de tensores de
cualquier orden son lineales en las componentes. Es decir, las
componentes nuevas dependen de las viejas a través de funciones

lineales homogéneas

» Sin embargo, la dependencia espacial, es decir, como varian las
distintas componentes al variar la orientacion de los eje nuevos, es
mucho mas complicada, debido a la presencia de productos de cosenos.

Esta dependencia es tanto mas complicada cuanto mayor sea el orden:

dependencia lineal entre

componentes
r
Tijk T IiI I jm IknTImn
las componentes nuevas
dependen de los cosenos

directores cubicamente
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Tensores cartesianos

» Por tanto cabe esperar que la dependencia espacial (anisotropia)
de propiedades tensoriales de orden alto sea complicada

» El ejemplo mas caracteristico es el de las propiedades elasticas
lineales de materiales anisétropos (ver probs. en Cap. 9) = el
disefio de estructuras con materiales compuestos, 0 anisotropos

en general, es complicado
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Tensores cartesianos

» Como consecuencia de la linealidad, la mayoria de las propiedades

enumeradas en la transp. 9 corresponden a leyes constitutivas lineales:
iA - _Q'ZCA

P=d:r

p.ej. —>{

» Pero es perfectamente posible formular leyes constitutivas no lineales

usando términos de orden superior, por medio de productos diadicos;

EE (describe la variacion en el indice de
—= refraccién de un material al someterlo
a un campo eléctrico)

p.€j.: A

1B

=r-E+s.

A77ij = rijkEk * Siji EE

!

coef. electroodptico lineal
(efecto Pockels) (m/V)

coeficiente electrodptico cuadratico

impermeabilidad 6ptica (-) (efecto Kerr) (m?/V)
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Tensores cartesianos

» Otro ejemplo es la magnetorresistividad (variacion en la resistividad de
un material al someterlo a un campo magneético, efecto cuadratico en la
induccidn magneética), que es el principio fisico en el que se basa el
almacenamiento (lectura) de informacion en discos duros.

p=p° +p:BB

Pij = poij + P BBy

/ campo magnético

coeficiente magnetoresistivo (induccion magnética) (T)
(cuadratico) (QQ.m/T?)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» Una de las ventajas de formular leyes fisicas usando exclusivamente
magnitudes tensoriales es que estas leyes son validas en cualquier L
sistema de coordenadas (en este caso, cartesianas), es decir, son

Independientes del sistema en que las expresemos.

» Los conceptos anteriores pueden generalizarse a coordenadas
curvilineas y a espacios no euclideos con un esfuerzo moderado; estos

tensores mas generales no son necesarios en esta asignatura.
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Tensores cartesianos

» La transformacion de tensores de 2° orden puede escribirse también como:
, —
Tij - IikIjITkI
T'=LTL

A~ ——~

donde la 22 expresion hay que entenderla como el producto de la matriz de
transformacion y su traspuesta (inversa) por el tensor estando éste escrito

como matriz.

» Para tensores de orden superior existen expresiones que usan productos con
: . : . t
la matriz de rotacion (es decir, andlogasa T =LTL ) pero no son

practicas. Es preferible usar la ley de transformacion general.
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Tensores cartesianos

» Al rotar los ejes, el tensor unitario se transforma de esta manera:

’ — — —
5‘] = Iik|j|5k| = Iikljk _5ij

0 bien:

5'=L

1S,

L' =LL" =

1S,

es decir, sus componentes son las mismas sea cual sea la orientacion del

sistema de referencia
» es por tanto un tensor de 2° orden isotropo (no es un escalar);

» fisicamente sirve

v' paradescribir tensores de campo de 2° orden is6tropos (p.ej. presion

hidrostatica)

v' o propiedades de 2° orden de materiales is6tropos (p.ej. la conductividad

eléctrica de un material policristalino no orientado)

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- ,
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Tensores cartesianos

» lgualmente, para expresar propiedades de 4° orden de materiales
isGtropos (p.ej. la complianza elastica de un material policristalino no

orientado) existen tres tensores de 4° orden isOtropos :

55=6,8,5,8,6,6,

_I_J_

=5,5,5,8,6,6,

_I_J_

5,8,5,8,6,5,

ZiZjZk

””— ] =—
_|

» Los dos ultimos son unitarios en el sentido de que para cualquier tensor é

de orden igual o superior a 2 se cumple:

é

transposicion de la ultima pareja de indices

12>

||J>

1>
||J>
1>
II
||J>
L
1>

transposicion de la primera pareja de indices

Laboratorio de Simulacién de Materiales no Metalicos ‘- , 54



Tensores cartesianos

» Podemos verificar que cada uno de ellos se mantiene invariante al
aplicar cualquier rotacion de ejes, es decir, es el mismo en todas las

direcciones y pertenece a la clase limite cocom . Por ejemplo:

(65 |

/
=] |
::) mnpg mi " nj

Iq|5ij5k| =1l kI kK — 5mn5pq - (55)mnpq

pk %

producto escalar de las flas my n producto escalar de las filas py q
de la matriz de cambio de base de la matriz de cambio de base

(recordar que el producto escalar de dos filas 0 dos columnas
de la matriz de cambio de base es:

* 0 si son distintas filas o distintas columnas

* 1 si las dos son la misma fila o la misma columna)

y analogamente para los otros dos.
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Tensores cartesianos

» Podemos también verificar que los dos ultimos son unitarios :

Al —(5 5iA;):(8n818,8,8m0m ) =

LA, Zi=Zj

1M 9mgOnpOinOim = 0p0q Ay = A

np*~in™ jm

|Q’) IIII

(_I =y A1 ) (_m_n_péqé‘mpénq )

0,0 O A mp5nq5m51m :—péqup :éT

y anadlogamente para los dos productos por la izquierda. También se

1>

T :
observa que el producto por l 0 por |: soOlo afecta a los dos primeros

o0 a los dos ultimos indices de A. Si A es de orden mayor que dos, el

resto de los indices queda inalterado y la transposicion se refiere sdélo a

los dos primeros o dos ultimos indices respectivamente.
56
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Tensores cartesianos

» El efecto del producto de un tensor de segundo orden por éé

A:88=(8:8Ay):(8n8088,6m0 ) =

é é Aijé‘mné‘ é‘lngjm _é‘péquqp\nm :tr(é)é

es producir otro tensor de segundo orden cuyos elementos diagonales son
todos iguales a la traza de é y el resto nulos. Es decir, produce un

tensor is6tropo de 2° orden que es tr(A) veces el tensor unitario

(isétropo) de 2° orden.

o7
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Tensores cartesianos

Nota final: las magnitudes tensoriales escritas en notacion de Voigt
(ver 02_01_01), aunque mas faciles de manipular (matrices y
vectores ordinarios), pierden su caracter tensorial porque NO se

transforman como tensores.

Es preciso tener siempre en cuenta esta circunstancia: si se realiza
una rotacion del sistema de referencia, las magnitudes escritas en

notacion de Voigt dejan de ser validas en el nuevo sistema.
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