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Velocidad de un punto del sélido - matricial

Vector velocidad del punto A/ del sélido S5 respecto al sistema S7: la
misma definicién que para un punto, pero ahora el vector posicién es:

010+ OM =Ry - (X{ +Qi2- X))

y su derivada (con R; constante) es: 2

M O : M M M
Vlle(Xl +Q124X2 ):V1|tras+vl

‘rot
La de traslacion es igual para todos los puntos; la segunda varia con /.

Para entender la relacién entre OV y su derivada debido a la rotacién, hay que proyectarlos en los
mismos ejes, fijos o sélido:

OM =Ry Quz- X3/ =Ry -Qu2- Q- XPY =Ry - Q- Qua - X3
—_—— N —

XM R
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Tensor velocidad angular

= En ejes sélido, la velocidad de )/ debida a la rotacién es

Vit oy = R2 - Q1Quz - X3" = Ry - Qo - X3

rot

donde 25 es el tensor velocidad angular de S5 respecto a S1, expresado por su matriz de
componentes en So.
m  En ejes fijos, el tensor se expresa

VI O M N AT | wOM oM
Vor |, = Ri- X7 =R1-Q2Qq, - Xy =R1'921|1'X1

rot

m  Los dos estan relacionados por las ecuaciones de cambio de ejes,
: T T ¢ T T
Q1| =U-Q12-Q)y = Q12 Q5 - Qu2- Qy = Qu2 - Qut |, - Qs

que es el 1°" criterio de tensorialidad = €25 es un tensor.

= Aplicacién lineal: v){|  =Q5-OM 6 OM —=5 v/
1lrot 1

rot
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Propiedades del tensor velocidad angular
= El tensor velocidad angular es antisimétrico:
QIQQlQ =U - QIQQlQ + QIQQlQ = Q;rl +51 =0

= Un tensor antisimétrico tiene un Vector axial asociado wo; (pseudovector):

0 —Ww, Wy Wy

921 = Wy 0 —Wy & Wol = § Wy
—Wwy Wy 0 Wy

R - oy i Xi‘\l = wo1 A OM

= Vector Polar / Axial: el comportamiento ante simetrias cambia con la orientacién de los ejes (a
derechas/a izquierdas)
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Velocidad de un punto del sélido - vectorial

Deduccién vectorial

Vector velocidad del punto A/ del sélido S5 respecto al sistema S7: la
misma definicién que para un punto, pero ahora el vector posicién es:

0,0 +O0OM =Ry - XY + Ry X!

xr1

y su velocidad es:

Mo S0 ; M _ M VI
vor = Ra - XT + Rew X0 = Vo lans T V21 ot

Al derivar se mantienen constantes R, (por definicién de velocidad respecto a S7) y X5’ (por ser
distancias entre puntos de un sélido.

m  Todos los puntos del sélido tienen la misma velocidad de traslacién debida al movimiento de O. Ya
conocido de cinemdtica del punto.

m La velocidad debida a la rotacién de OIM es distinta para cada punto del sélido. Lo veremos con
mas detalle.
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Velocidad de un punto del sélido - vectorial

= Derivamos el vector OV, considerando R como fijo:

OM = 23" iy + y3" jo + 23" ko
01\’1 = 1_}/ iz + [/Z\I.jz + :;\/ k2

= El cdlculo de las derivadas es trivial en ejes fijos,

iy =q i +aiihi+a'k =i+t i+ k
jo :(]é i +(]§j1 +(/§ ki, — Jz = (1; i ‘f’(]ijl +(13 ky
ko = (];l3 i + (];%jl + (/;3 k1 k2 = («'[;15 ip + (lg.]l + (/z k;

= Los nueve qj- y sus derivadas no son independientes, pues son vectores unitarios y ortogonales,
pero las condiciones se ven mejor en ejes sélido.
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Velocidad de un punto del sélido - vectorial

= Expresamos las derivadas de los versores en ejes sélido:

. . 2. 3
iy = (J} ios +ajjo+aike
: 1. 2. 3
Jo=a3ia+a3je +as ks

J 1. 2. 3
k2 = (]3 19 + ([,3!]2 + (]3 k2
m  Por ser unitarios,
iry-ip=1 — dy-ig4iy-ip=2ir-i0=0 = ;=0

m  Por ser ortogonales,

ir-jo=0 — iz'jg-l—ig'jQ:O = (I,j-:—(l,'g
0 —c b
= La matriz de coeficientes es antisimétrica ¢ 0 —a| (3 pardmetros)
b a 0
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Velocidad de un punto del sélido - vectorial

Conocidas las derivadas de los versores, la velocidad debida al giro vale:

oM = zy! i+ !/Q\/jz + 2" ko = I_i27j27k2J :

™0

A
N s N o D
I

0 —c b x —cydl + b2
= |i2,jo, ko] - c 0 —al- <)y =iz, jo, ko] - { +ead —azd!
-b a 0 M —bad) +ayd!

Si se consideran los elementos [a, b, ¢] como coordenadas de un vector wo; en ejes sdlido, se llega
al mismo resultado mediante un producto vectorial:

. i Jjo ko
OM = | «a b c | =wo AOM
oy M

wo1 es el vector velocidad angular del sélido S5 respecto al sistema Sy.
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Ejemplo conocido: rotacion con eje fijo

Derivamos para obtener la velocidad:

Una vez derivado, para entender el resultado hay que pasarlo a S; 0 a 5s.

Se sabe que si un sdlido 5 gira un dngulo ¢ alrededor de un eje fijo
Oz = Oz, su velocidad angular es w91 = ¢ k1, y la velocidad de un
punto arbitrario 1/ del sélido vale v){ = y&] + ws A OM.

Calculamos la matriz de giro y la posicién del punto /M :

cos¢p —sing 0 Cte. Cte.
Qo = |sing® cosop O OM =R X" =R, Q. X}’
0 0 1

—singp —cos¢p O
Vil =R1Qpu Xy =R1 ¢ | cos¢  —sing 0] X5
0 0 0
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Ejemplo conocido: rotacién con eje fijo

En ejes fijos:

VI ~ VI ~ T VI
V21:R1Q12X2 :R1Q12Q12X1 =

—sing —cos¢ O cos¢p sing O
=Rid | cos¢ —sing 0| |—sing cosd 0 Xi\/ =
0 0 0 0 0 1
0 —b 0
=Ri |6 0 0 Xi\/:R1921|1X1\/
0 0 O

Si definimos el vector wo; = [0,0, (.")] , se obtiene el mismo resultado mediante el producto vectorial
1

o Kk
VQ{: 0 0 o | =wo; AOM

M M M
Ly Y oA
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Ejemplo conocido: rotacién con eje fijo
En ejes sélido:
Vz\ll :R1Q12X31 :RQQLQHXQ/ = Qo]
cos¢ sing 0| [—sing —coso 0 0 —o 0
=Ry |[—singp cos¢p 0| ¢ | cosp —singp 0 X Ql =Ry b 0 0|lX 3/
0 0 1 0 0 0 0 0 O

Si definimos el vector wo; = [0,0, (.")] , se obtiene el mismo resultado mediante el producto vectorial
2

ip  Jj2 ke
VZ\{ =10 0 O | =wo AOM
Moo M M
Ty Yz %
En este caso, el vector velocidad angular tiene las mismas componentes en ejes fijos y sélido porque el
eje de giro esta fijo, y todos los vectores en esa direccién son invariantes.
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Campo de velocidades del sélido

= Vector velocidad del punto (arbitrario) 1/ del sélido S5 respecto al
sistema Si:

Vz\ll = Rl . (Xf) +le|1 . Xi\/) =
=Rsy- (QL : X{) +Q21‘2 ’ XQ/) =

= V§)1 4+ wo1 AOM

xr1
= Vale para cualquier par de puntos: O y M son arbitrarios,
vh :vg)l +wo AOB = v8 +wo A(OA +AB)= —
Campo de velocidades: — vl =vi 4w AAB

= 6 GDL — 6 pardmetros determinan el estado cinematico de todos los puntos del sélido: X (3)
y Qo1 /wor (3)
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Propiedades del campo de velocidades del sélido

= Es lineal en las coordenadas: wo1 AOM / 921‘2 e

= Si w9 =0, todos los puntos del sélido tienen la misma velocidad (traslacién pura o traslacién
paralela)

= Equiproyectividad: vy - AB =vi - AB
e Por la definicién de sélido, la distancia entre puntos es constante:

(rl")— r‘\) . (r/")— r‘\) = Cte. — (I"I")— I"‘\) . (rl")— r‘\) =0

e Implicito en la expresién del campo de velocidades,

) 1
Vé"l-AB:(V:Z\l—i—M-AB:vQ‘I-AB

porque se obtiene girando un sistema de referencia, que cumple la condicién de sélido. Los
puntos no pueden alejarse ni acercarse, solo girar (si no, se deformaria).
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Propiedades del campo de velocidades \
! v
: , wAAC
. g . . = ——— -
= Bidimensional: Igual velocidad en rectas || w o=~
o
[
AC=AB+ \wo ' :
w |
C _ A _ v
Vo =V +w NAC = | | wAAB
] [ o W
=i + wo A (AB + A7) = vy Al ~— .
I b
[
|
w
= Descomposicién en velocidades || y L a w
A -~
A wA (VAW M ~~, v
v\ — Vw2w w + (WZ ) |
—_—— ~—/ |
I 1 |
Se obtiene del desarrollo del producto triple: /: -
A
A v
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Propiedades del campo de velocidades
m  Velocidad de minimo deslizamiento: la componente paralela a w es la misma para todos los
puntos (equiproyectividad segiin w ):
vl = V”\ = Vllf VA, B €5,
e Es la misma en cada instante para todo el sélido
B \ + D
Vo) cwop = (Vgl +M) cwol =V rwop VA, B €Sy
Si es nula, el movimiento es una rotacién pura
Basta dar el escalar v”, porque su direccién es conocida
Es la velocidad minima en mdédulo de todo el campo de velocidades
A2 A2 A2
V= v vl
——
Cte. >0
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Propiedades del campo de velocidades

anula, v

Eje instantdneo de rotacién y minimo deslizamiento: Hay una recta del sélido en que v, se

S v|’|’ =vl = HeEIR

A partir de A, buscamos un punto // del E.l.R. tal que AH L w, v

vi=vi+woAAH=)\w — w/\(v“ﬂ—w/\AH):OZ

A
WAV
:wAV“+(gJ/1A’H)w—w2AH - AH=—73—
w
A
I wAV
" pEIR _ A — \w
— \ w
= )
-
- -
/// //
vA <: -

I ~_ - = Todos los puntos del E.I.R. y Minimo Deslizamiento
vt 1 tienen la misma velocidad, v*’ la velocidad
| A , , que es la velocida
| - minima del campo de velocidades.

- -
A ~ /’I* 7 = En general, los puntos del E.I.R. no estan fijos al sdli-
I \// E.l.R.y M.D. do: en cada momento coinciden con puntos distintos
' o de este.
Vi
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Propiedades del campo de velocidades

Movimiento helicoidal equivalente: se toma un punto / del E.I.R. para describir el campo de

velocidades. A . o »
vi=v’' +wAHA = Deslizamiento 4+ Rotacién pura
~  —\

I L1
Teorema de Chasles: el movimiento mds general de un sélido en cada instante es una rotacion

pura alrededor de une eje mas un deslizamiento (traslacién) paralelo a ese eje (que puede variar
con el tiempo).

w ANHA

EIAE - Mecanica Clasica
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Propiedades del campo de velocidades

de velocidades

velocidad)

w AN HA

= Todos los puntos del E.I.R. tienen la misma velocidad, v, que es la velocidad minima del campo

= Un punto de velocidad nula pertenece al E.I.R. (v’ = 0)
= Si varios puntos tienen la misma velocidad en una direccién dada, esa es la direccién del E.I.R.
(siempre que no estén en una recta paralela a w, en la que todos los puntos tienen la misma

“puntos del E.I.R.": puntos del sdlido situados en la
recta que, en ese momento, coincide con la posicién
del E.I.R., que es un sdlido independiente.

EIAE - Mecanica Clasica
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Propiedades del campo de velocidades

m  Campo vectorial andlogo al campo de momentos de un sistema de fuerzas:

Mp,=M,+BAANR & vp=vi+wAAB

= Los dos campos tienen la misma estructura y propiedades:

Estructura helicoidal

Bidimensional

Imagen instantdnea: todas las magnitudes varian con ¢

Momento en un punto

Velocidad de un punto

Resultante

Velocidad angular

Eje principal

E.lLR.

EIAE - Mecanica Clasica
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Propiedades del campo de velocidades: Axoides

La posicién del E.I.R. varia con el tiempo, en ejes fijos y respecto al sélido:

= Axoide Fija: Lugar geométrico de las posiciones sucesivas del E.|.R. en ejes fijos.

w(t) Av7(t
rap(t,\) = 01A|1 + ()72() + /\w(t)|1
w(t) 1
= Axoide Mévil: Lugar geométrico de las posiciones sucesivas del E.I.R. en ejes

sélido. o1

w(t) Ava(t)
w(t)?

Son superficies regladas con dos parametros: A\ (generatriz) y t (directriz)

ran(t, ) = OA|, + ‘ + A w(t)],
2

22

€2

[l
4’//[‘ D
EIAE - Mecanica Cldsica 20 /28
Axoides: ejemplos
Rodadura sin deslizamient
ni pivotamiento
Axoide Movil
Punto de
contacto:
v=0
Axoide
Fija
EIAE - Mecanica Cl3sica 21 /28
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Axoides: ejemplos

Punto fijo:
v=0

Axoide Moévil

Punto de
contacto:
v=0

Axoide
Fija

Rodadura sin
deslizamiento col
punto del eje fijo
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Determinacion de la velocidad angular

= Derivando la matriz de giro, Q) —» Q™ Q =Q
= Derivando los versores is, jo, ko — i, jo, ko

Campo de velocidades: ig =wAiy jg =wAjo kg =wAky

i2/\i2 = ig/\(W/\iQ) = lw ( )

N2 = A (WA)]) = 1w—(w- Jz).]z
ko Aky = koA (w/\kg) = 1- (w kz) ko
i2/\i2+j2/\j2-|-k2/\k2 =3 w—w=2-w

1 . . . . .
w=—<12/\12+J2/\J2+k2/\k2>

2
Los dos caminos son similares: Q-Q= jo |- [ is ‘Jg ‘ ko ] =Q
ko
EIAE - Mecanica Cldsica 23 /28
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Aceleracion de un punto de un sélido

Se deriva el campo de velocidades considerando R; como fijo,

Se llega al campo de aceleraciones del sélido:

B |

Vﬁ = \'/;2\1 + wor ANAB + wo1 A AB

aé))l = aZ\l 4+ o1 ANAB + wor A (w21 A AB)

o1 = wo1 es el vector aceleracion angular del sélido S5 respecto a S7.

El término wo; A (wo1 A AB) estd dirigido hacia el eje paralelo a wo; que pasa por A ; es una
aceleracién centripeta.

Los dos primeros términos dan una estructura similar a la del campo de velocidades (eje || «); el
tercero (eje | w ) rompe la estructura porque no es rotacional sino centripeta, y los vectores w y
o tienen en general direcciones distintas (y variables con el tiempo).
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Aceleracion de un punto de un sélido

También se puede obtener matricialmente,

cte. cte

v\1/ =R (Xf) +Qz1|1X1\/) = Ry (X{) +Q21|1Q12 XQ/ >
alf = Ra (X7 +Qar] Qua ¥}’ + @, Quo}') =

=T <X{) + le|1Xi\l + le|1921|1X1\l>

M
‘21X2 )
M

ay, = a()l + wor AOM + w91 A (w21 VAN 01\/1)

En ejes sélido, sabiendo que 921‘1 = Q12 le‘QQlTQ,

ad] = R <Q1TQX? + QQ1|2X§I + Qz1|2921

Q51 es el tensor aceleracién angular del sélido S5 respecto a Sy.
Andlogo a la forma vectorial,

EIAE - Mecanica Cl3sica 25 /28
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Aceleracion angular de un sélido

m La Aceleracion angular es la derivada de la velocidad angular:
‘1 = (leQirg) = leQL + Q'12Q1|'2
‘2 = (QLQH) = QL,Q12 + Q1 Q12

m  Es antisimétrica:
Q+0'=0 = +0" =0,

m tiene un vector axial asociado:
: M .
R’i'ﬂﬂ‘i'Xi = w91 A OM,,

=y es también un tensor:

_ T
‘1 — Q12 {2Q12
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Estructura instantanea del campo de aceleraciones
I
yA
Constante
Centripeta /
EIAE - Mecanica Cl3sica 27 /28
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Resumen de propiedades cinematicas

Punto Sélido
Vector posicion (3 GDL) | Vector posicién de O (3 GDL)
n.a. Matriz de giro (3 GDL)
Vector velocidad (3 GDL) | Campo de velocidades (6 GDL)
n.a. Velocidad angular (3 GDL)
Vector aceleracion (3 GDL) | Campo de aceleraciones (6 GDL)
n.a. Aceleracién angular (3 GDL)
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