Diagrama triangular



» El diagrama triangular (DT) es una herramienta que permite realizar

graficamente “balances”, representar condiciones o especificaciones, etc.

> entre otras cosas, el DT sirve para resolver graficamente problemas en los

gue se lleva a cabo una mezcla o una separacion de dos o mas sistemas.

> permite también encontrar soluciones a problemas en los que se impone una

0 varias especificaciones simultaneas.

> 0 localizar el extremo (maximo o0 minimo) de una funcién objetivo que

depende la composicion de una mezcla

> sobre un DT pueden ademas representarse diagramas termodinamicos de
coexistencia de fases y determinar cOmo varia la microestructura y la

composicion de una mezcla o un material al fundirse o solidificarse. Esta (ltima
aplicacion del DT es la mas frecuente, sobre todo en materiales ceramicos, pero dado el

caracter general de Matll y la limitacién de tiempo, no se trata en esta asignatura.
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> el DT es la extension a mezclas ternarias de los diagramas binarios

introducidos en termodinamica (p.ej. las curvas de punto de rocio y de burbuja de

mezclas binarias de liquidos se representan sobre un “diagrama binario”, es decir un

segmento; el DT es la extension de este segmento).

> es valido para sistemas compuestos de tres componentes independientes
(p-€j. SiO,, ALLO; y MgO en una ceramica) y un namero arbitrario de otros

componentes no independientes (p.ej. H,O estructural, ver mas adelante)

> el DT, y por tanto los calculos que con él se realizan, puede estar en una base
masica, volumeétrica o molar. En lo que sigue usaremos el simbolo Xi

para referirnos en general a la fraccion (sea masica, volumétrica o molar) del

componente 1 en el compuesto P .
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» suele usarse un DT equilatero, pero no es esencial.

> los veértices representan los “ingredientes” de los que esta compuesto el
sistema. Estos “ingredientes” pueden ser elementos, compuestos

guimicos, o cualquier otra sustancia o mezcla fisica.

» cada punto en el DT representa una unica composicion del sistema de tres

componentes.

»> en el DT hay solo 2 grados de libertad: basta dar las fracciones (masicas,
molares, volumétricas) de dos componentes, p.ej. Ay B, para que la

composicion del sistema quede definida.

> la fraccion del tercer componente C es la diferencia a 1:

Xe =1-X, — X5
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los “ingredientes” .+ B

puros A, B, C ) los puntos que estan
estan en los vértices’ . sobre los lados
del DT del DT representan
mezclas binarias
%o
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C mezcla binariade Cy A A
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B e la composicion (fraccion masica,
molar, volumétrica) de cada
componente se lee en lineas
paralelas al lado opuesto al
componente, o bien en los lados

N externos, en sentido antihorario.

X, creciente
. solo es necesario leer las

b‘b = fracciones de dos componentes:
S Xp = >
(8) A Q..
S % X,, X
\(" % A1 B
/ /\ ¢ (X, =1-X, —Xg)

=0. 2—x creciente 0.2
=0.1 0.1

A

/02/ ;

fraccion de A —m>
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B p.ej. el punto P tiene una
composicion:

X, =0.2
Xg =0.2
Xe =1-X,—X; =0.6

Xg =0.2

DT equilatero
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en la mezcla M de dos sistemas P y Q, que estan disponibles en cantidades ZP y
Z°, (masa, mol, o volumen), y cuyas composiciones son:

P P P P P
Xps Xgy Xe =1—X, — X5
Q Q Q _ Q Q

se cumple conservacion de masa, mol, o volumen (segun el tipo de diagrama) de
los tres componentes:

conservacion (balance) de A: Zx; +Z°x3 =Z2M X}
conservacion (balance) de B: Z ng + ZQXS =Z"x!
conservacion (balance total) de A, B y C juntos: ZM =77 +2Z°

P
dividiendo entre / M y definiendo a= Z—M (cantidad de P / cantidad de P + Q) :

P Q )
S P ! p Q_ M
Zm ATz AT | ax, +(1-a)x; = x,
P Q P Q _ M
Z XF 4 Z XQ = ax; +(1-a)xg =Xy
z" z" )
(Xar X5)

si consideramos (xff,xff) como las componentes de tres vectores P,Q,M en

(XM XE\A) un plano cuyos ejes son X,, Xz, los sistemas

A P, Q y M pueden representarse por medio de estos
vectores:

\
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las ecuaciones de conservacion pueden entonces escribirse como:
P Q M
ax, +(1-a)xy =x
A A A = = -
, ) Lt =>aP+(1-a)Q=M
axg +(1—-a)xg = Xg
es decir, el punto M representativo de la mezcla de P y Q se puede obtener

—

sumando vectoriaimente aP y (1-a)Q.
A A A
por la semejanza de los triangulos OPQ, RPM,SMQ se cumple:
W_‘aﬁ‘_ P :@_a_zp ~Z°  cantidad deP
MQ MQ PQ PQ z" zP+z° cantidad total (P +Q)

MR _ ‘(1—a)Q‘ _ ‘Q‘ _ W—l—a— z° Z%®  cantidad deQ
MP MP  PQ PQ Z™ ZP+2% cantidad total (P +Q)

P Por tanto, el punto M representativo de la
mezcla de P y Q se encuentra en la recta
B M gue une los puntos Py Q, y a distancias de
Q Py Q que cumplen las relaciones anteriores
(regla de la palanca).

(j Esta construccion, que depende s6lo de paralelismo y
de proporcionalidad, es valida tanto en ejes
(1_ a)(j ortogonales, como en ejes oblicuos (los del
diagrama triangular estandar). Y también es

vélida para cualquier valor de a, incluso negativos
0 mayores que 1.
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e el punto que representa la mezcla M de dos sistemas P y Q, que estan
disponibles en cantidades Z° y Z%, (masa, mol, o volumen), representados por
los puntos P y Q, esta sobre la recta definida por P y Q.

e el punto M esta entre Py Q.

e la posicion del punto M (el producto
B resultante) se obtiene graficamente por la
regla de la palanca, igual que en un
diagrama binario:

MQ cantidad deP  Z°

PM cantidad deQ Z°©

MQ  cantidad deP  Z°
PQ cantidad total (P+Q) ZP+2Z°

(el punto de mezcla M esta mas
cerca del punto que representa
el sistema que estad en mayor
cantidad)

C A
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e el punto S que representa la “resta” o separacion de dos sistemas P y Q (es decir,
gué queda de P cuando le quitamos Q) esta igualmente sobre la recta definida por

Py Q.

e pero ahora S esta fuera del segmento PQ.

B

e la posicion del punto S (el producto resultante de
quitarle Q a P) se obtiene igualmente por la regla
de la palanca:

PQ cantidad de$S
PS cantidad deQ

PQ _ cantidad deS
QS cantidad inicial de P

C A
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e todos los puntos que se encuentran sobre una recta que pasa por uno de los
vértices (p.ej. B) representan mezclas que pueden obtenerse afiadiendo B
puro a una mezcla dada de Ay C (representada por el punto P).

e por tanto, la relacion de las composiciones de los otros dos componentes
(p.ej. Ay C) es constante a lo largo de toda la linea que une P con B:

PesunamezcladeCyA
en proporcién 2:1 (dos
partes de C y una de
A)

Q es mezcla de:
» lpartedeBy

» 1 parte de P (que a su vez
es una mezclade Cy Aen
proporcion 2:1)
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por tanto la composicion de Q es:

Xy =0.167
x2 = 0.500
x =0.333
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todos los puntos que se encuentran sobre una recta que pasa por uno de los
vértices (p.ej. B) representan sistemas en las que la relacion de las

composiciones de los otros dos “ingredientes” (p.ej. Ay C) es constante:

B en P, se cumple;
CP
Xy ==—; X, =1-X; X5 =0
CA
X; CP
X.  PA
Q en B, se cumple:
Xe=0; x2=0; x5 =1
en los demas puntos del segmento BP
(p.ej. Q) se cumple:
C - Ao CP

“A 2 x2%0
x3 PA" 7
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e en muchas aplicaciones se exigen especificaciones o relaciones entre las
composiciones de los componentes.

e estas especificaciones (igualdades o desigualdades) son con frecuencia
relaciones lineales entre las concentraciones de los componentes

e por tanto se pueden representar con ayuda de lineas rectas en el DT:

B

/XBP =0.7

igualdades
X, +X; =05 |

X, +2x; =0.4

C A
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X, + X5 <0.5

X, +2Xg < 0.
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desigualdades
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e también es posible representar especificaciones o relaciones entre las
composiciones de los componentes que no sean lineales entre las concentraciones
de los componentes

e pero en este caso su representacion no sera una recta en el DT
e y sera preciso representarla de forma aproximada uniendo varios puntos

individuales que cumplan la especificacion (recordando que sélo hay dos variables
independientes). 5

Il
o

f (XA,XB)

C A
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e un modo rapido de representar especificaciones lineales entre las concentraciones
de los componentes es determinar dos puntos cualesquiera que cumplan la
especificacion y unirlos por una recta. Por ejemplo para la especificacion: 2X, +3X; =1.5

Hacemos: X, =0. Hacemos: Xg =0.
B
y resolvemos: y resolvemos:
e e e e
X, =0 X, =0 xg =0 Xy =0.75
3%, =15 = x; =05 12x3 =15 = {x5=0
P WP _ P _ Q. Q _ Q _ ‘.
Xz + X =1 | Xc =0.5 Xz +X =1 | XS _0.25,:
P 3 'a
La recta que une P con Q es
la representacion de la
especificacion dada
QUi
C ' A
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e el DT tiene también aplicacion cuando se busca maximizar o minimizar una
funcion objetivo (p.ej. el precio o el coste de produccion) que depende de la
composicion del sistema C (xA, xB) y sujeta a especificaciones (ligaduras).

e esta funcién objetivo (que solo depende de dos variables) puede visualizarse
como una superficie cuya "altura" z sobre el DT esta dada por C (XA’ XB)

e las lineas de nivel de esta superficie unen puntos en los que la funcion objetivo
tiene el mismo valor.

C
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e si la funcidn objetivo (p.ej. el precio o el coste de produccion) es una funcion
lineal de la composicion del sistema, la superficie que representa la funcion
objetivo es un plano.

e sus lineas de nivel son rectas, y las proyecciones de las lineas de nivel sobre el
DT son igualmente rectas:

direccion de crecimiento

7=C (XA’ XB) (lineal) (gradiente) de la funcion

objetivo
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e en este caso el DT permite hallar de forma grafica el extremo (maximo o
minimo) de la funcidn objetivo sujeta a restricciones, y de modo especialmente
facil si éstas son lineales:

lineas de nivel de la funcion objetivo .
minimo de la
z=C (XA, Xg ) (lineal) .-~ funcién objetivo _ X, +Xg > 0.5
NN sujeta a

\\\\‘\\\\ Ss i ) P
3 \\\ N \ maximo de la 090 < XB < 027

/ funcion objetivo

direccion de crecimiento
(gradiente) de la funcién
objetivo

X5+ x5 = 0.5/

xg =0.27
C A
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e en el DT es posible trabajar también con sistemas en los que ademas de los tres
componentes principales (o independientes) existan ademas otros componentes,

 SI Y SOLO SI estos otros componentes estan relacionados con los componentes
principales a través de proporciones fijas.

e en este caso, los otros componentes no son variables independientes, sino que se eliminan
del sistema a la hora de realizar los calculos, y se vuelven a afadir una vez realizados los
calculos a los componentes principales en las proporciones fijas conocidas.

e este procedimiento es exactamente el mismo que se usa cuando se trabaja en "base seca
a la hora de hacer balances de masa en reacciones.

e ejemplos tipicos son los diagramas de arcillas cuya estructura puede describirse por medio
de tres componentes principales y H,0:

* si p.ej.: A=Al,0O,, B=SiO, y c=Ca0, entonces Al,O,-Si0,-2H,0=AB-2H,0, 0 en base seca AB.

e como para esta arcilla el agua estructural aparece siempre en una proporcion fija respecto a los

componentes principales, los calculos se pueden realizar en un DT cuyos veértices representan A, B
y C, y en el que el agua no aparece.

e una vez resuelto el problema "en base seca", se afiade a la arcilla el agua correspondiente a la
formula estructural, p.ej. AB-2H,0, es decir, 2 moles de H,O por cada mol de AB.
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e en general, es util tener en cuenta que el DT es analogo a un diagrama
cartesiano normal, pero en el que los ejes no son perpendiculares sino oblicuos, y
en el que soélo se usa la region definida por X, >0, x;>0, X,+X;<1

X
4 e X, >0

B Xg =0

C A C A
>\XA"'XB:O \XA—i—XB:O

DT rectangulo DT equilatero
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e |las coordenadas en ejes cartesianos y en los ejes del DT equilatero estan relacionados
por la transformacion afin (ver p.ej. el cap. 4 del libro de Ingenieria Gréfica y disefio):

e esta transformacion no conserva los angulos entre lineas, ni las distancias entre puntos,
pero transforma lineas rectas en otras lineas rectas y mantiene las proporcionalidades
entre segmentos (base de la regla de la palanca).

A A
Xl'3 Xé Xg
B direccion de afinidad A R
B
Xy =X, +=Xg
P N XB = X’B ———————————— '\
X; Xa
> >
C A C A Xr
A
X, + X, =0 Xy + % =0
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IMPORTANTE: en todos los puntos del DT existe en total 1 unidad de la base de calculo que se haya

tomado (masica, molar o volumétrica). Cuando se trabaja en base molar es frecuente no tener esto
en cuenta y obtener resultados erréneos. La razén es que en el DT se conserva la masa y el volumen

(se presupone mezcla aditiva de voliumenes), pero en general el nUmero de moles no se conserva:

/A+ B <> AB\

2 moles 1 mol de AB
(1 mol de Ay 1 mol de B) (contiene 1 mol de Ay 1 mol de B)

P.ej. si en el DT existe un compuesto (p.ej. AB), el punto
representativo de este compuesto (P en el diagrama
molar) contiene 1/2 mol de AB, es decir, 1/2 mol de
Ay 1/2 de B, y por tanto 1 mol en total. Igualmente,

P (1/2 mol de AB) el punto Q representativo de un compuesto A,BC
\ contiene 1/4 de mol de A,BC (2/4 de mol de A, 1/4

de mol de B y 1/4 de mol de C, en total 1 mol entre
e Q (1/4 mol de A,BC)

\

C A

A, ByQO).
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