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Cinematica de la particula

»  Definiciones: Cinematica, punto, sélido

»  Definiciones: Sistemas de referencia, posicién, coordenadas
m  Definiciones: Reposo, movimiento

= Definiciones: Trayectoria, ley horaria, ecuaciones horarias

= Vector velocidad

= Vector aceleracién

»  Coordenadas cilindricas: velocidad y aceleracién

= Velocidad areolar

= Movimientos centrales:

e Definicién y propiedades
e Férmulas de Binet, 1? y 22
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Definiciones

Cinematica: Es la parte de la Mecdnica que estudia el movimiento de los cuerpos, sin entrar a
considerar su causa.

= Se puede ver como una extensién de la Geometria en la que, ademds de la posicién, se considera
el tiempo.

= No se estudia la masa, fuerza, o energia; de eso se ocupa la Dindmica, que relaciona el resultado
(movimiento) con su causa (fuerzas).

= Las magnitudes fundamentales que intervienen en cada una de ellas son:

Geometria L
Cinemdtica LT
Dindmica LTM
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Particulas y sdlidos

Cuerpo material:  Cualquier objeto con masa. La Mecdnica Cldsica no estudia el movimiento de
cuerpos de masa nula o despreciable (solo como ligaduras o para transmitir fuerzas).

Particula o Punto: Cuerpo material que se representa como un punto geométrico del espacio, sin
considerar para nada su extensién, orientacién (actitud) o distribucién de masa.

= Sin masa en Cinemdtica, con masa en Dindmica.
= No es necesario que sean pequefios: basta con que su orientacidén no influya en el movimiento.
En Mecanica Celeste, por ejemplo, se tratan los planetas como puntos.
Sdlido rigido:  Conjunto de particulas cuyas distancias no varian.

s La Mecdnica Clasica no estudia los sélidos deformables (Resistencia de Materiales y Elasticidad)
ni los fluidos (Mecénica de Fluidos). Excepcién: cables o hilos (enlaces) y muelles (fuerzas
conocidas).
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Sistema de referencia

= En Mecdnica Cldsica los cuerpos se mueven en el espacio euclideo tridimensional, R® (RE: M3*1,
RG: Riemann, S/Cuerdas: 14+-3+6+...).

m  Para definir la posicién de una particula, se toma un

Sistema de referencia:  Triedro o referencia triortogonal orientado a derechas, formado por

= El origen de coordenadas, un punto O € R?

= Tres ejes Ox, Oy, Oz segln los versores i, j, k

Unitarios i-i=1 j-j=1 k-k=1 k
Ortogonales i-j=0 i-k=0 j-k=0
A derechas k=1iAj o
T /\J\ Y
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Definiciones

Vector posicion  de la particula M respecto a la referencia Ozyz
M=—OM=zi+yj+zk

Coordenadas cartesianas
Ozxyz

de la particula M respecto a la referencia

Reposo
constantes V¢

, . g~ — |
de la particula M respecto a la referencia Oxyz: sus coordefiatfas se mantienen =~

r=x9, Y=1Yo, 2Z=20 Cte. Vit
Movimiento  de la particula M respecto a la referencia Oxyz: una o mas coordenadas varian con
el tiempo
x=uz(t), y=y(t), z=2z()
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Trayectoria
z
= Curva C' del espacio, lugar geométrico de las posiciones sucesivas
de la particula M en ejes Oxyz. ~ M
= El tiempo no es necesario: la trayectoria es un concepto geométrico.
= Se puede definir de varios modos: r |
|
10} |
|
< I Y

definicién geométrica:
ecuaciones implicitas:
define la curva C:
f(l‘, Y, Z) =0,
ecuaciones paramétricas:
las coordenadas en funcién de un pardmetro wu.

Dar los datos geométricos suficientes para idén

g(x,y,2) =0

Se dan dos ecuaciones correspondientes a superficies, cuya interseccion

Se dan tres ecuaciones x = x(u), y = y(u),

g L7
ificar la curva en el espacio.

z = z(u) que determinan

EIAE - Mecanica Clasica
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Trayectorias: definicion geométrica

tal a una altura constante

Circunferencia horizontal
centro (0,0,h) y radio R

Avién en vuelo circular horizon-

de

Planeador en vuelo circular
en una corriente ascendente

(térmica)

Hélice circular, eje Oz, pasa
por (R,0,0), pendiente «

Tiro parabdlico en el vacio

Pardbola que pasa por tres

puntos dados
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Trayectorias: ecuaciones paramétricas
M
@] | o
/ '
-~ — e Yy x
- 7T x Y
0
x = Rcost x = Rcost
y = Rsin0 y = Rsin0 r=0
z=nh z = Rftan « Yy =vpcosau ,
z =vpsinau — L
EIAE - Mecanica Clasica 9/35



Trayectorias: ecuaciones implicitas

7z =

2

Y

cot « 202 cos o2

EIAE - Mecanica Clasica
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Ecuaciones horarias, ley horaria

Ecuaciones horarias:  Ecuaciones paramétricas de la trayectoria, tomando como pardmetro el

tiempo: | x(t), y(t), #(1)|

Ley horaria:  (sentido amplio) pardmetro u de las ecuaciones paramétricas de la trayectoria, como

funcién del tiempo: |u(t)

Ley horaria:  (sentido estricto) parametro natural s de las ecuaciones paramétricas de la trayectoria

s(t)

(longitud de arco recorrido), como funcién del tiempo:

Trayectoria
x(u), y(u), z(u) +
(), y(s), 2(s)

Ley horaria
u(t)
s(t)

=

Ecuaciones horarias

(1), y(1), =(t)
(1), y(t), 2(1)

EIAE - Mecanica Clasica
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Ecuaciones horarias, ley horaria
M
o]
Yy
Z v ’
xr=Rcoswt r = Rcoswt z=0 !
y=Rsinwt y = Rsinwt Yy =1vgcosat
z=h z = Rwitan « z:vosina/—%
0=wt V=wt u=-t
s=Rwt §= .
3
g
3
o
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Vector velocidad z
Vector velocidad de un punto M relativa a un sistema de referencia o
v

es la derivada respecto al tiempo de su vector posicién en esos ejes,

considerados como fijos . / r

= Siempre se define respecto a unos ejes determinados, pero puede proyectarse en otros distintos
»  Conocidas las ecuaciones horarias en ejes fijos, su célculo es trivial:

M =OM==a(t)i+yt)j+2(t) k

VM:i"M:j;i—i—yj—i—z’k—i—xA —l—y/{ —i—z/lé =

=|vM=dit+gj+ik
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Vector velocidad: coordenadas intrinsecas
i r(t+At)—r(t) ., Ar dr ds dr . =
im — m —= — = —+. — = §57= vV=0uT
At—0 At At—0 At dt dt ds
s=v=|vl=Vi2+92+22 |7 =1
¢
/ Vector unitario tan-
Ay t+ At gente 7
o)
S N\
)
wr”
M T v(t)
As /
’Q
s
&
Ar \
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Vector velocidad

Rcoswt
r=< Rsinwt
h

Rcoswt
r= Rsinwt
Rwttan a

—sinwt
v = Rw coswt
tan o

vocosat

zo +vosinat —

0
Vo COS (¢
vosina — gt

gt?

2

5= /v —2uosinagt + g2 12

EIAE - Mecanica Clasica
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Hodoégrafa

Hoddégrafa  Es la curva descrita por el extremo de un vector equipolente al vector velocidad, llevado
al origen (indicatriz).

Si se considera el vector velocidad como vector posicién de un punto, la Hoddgrafa seria la trayectoria

de este punto fi;:ticio. No aparece el tiempo.

0
v = v COS &
vosina — gt

. Y
x
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Vector aceleracion 2
Vector aceleracion  de un punto M relativa a un sistema de referencia v
v

es la derivada respecto al tiempo de su vector velocidad en esos ejes,

considerados como fijos . / r
M 2..M
aM:dV :dr — oM M
dt dt? ~——__ 1.7 y
T -~

= Siempre se define respecto a los mismos ejes que la velocidad, pero puede proyectarse en otros.
= Conocidas las ecuaciones horarias en ejes fijos, su calculo es trivial

vM =gt i+gt)j+2(0) k

aM =M =it gj+ik+ah +yf +i Kk =

=laM =¢i+§j+2k
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Vector aceleracion: coordenadas intrinsecas
i Av  dv d(,_,) 7L n n ,,_,+z,'2_,
a=Ilm —=—=—(§7)=5§7+sT=|a,+a,=57T+—1
A0 At dt dt ! p
. ds dT .y S, v . . L
T = — =58T=-N=-N=0VkK Tangencial: a;, =s7=0T
dt ds p p 2 . 9
Normal: ap = SN =V KN
|dT| =
v “ v(t)
/ il
a
al7
d
D
77 en Mecdnica: hacia el centro de curvatura
do— 4 — g0 7 en Geometria Diferencial: (7,77) a derechas.
14
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Vector aceleracion: coordenadas intrinsecas
= Conocidas a y v, las componentes intrinsecas se obtienen usando el desarrollo del producto triple
1v v
—_——~~ —— anv
vA(aAv)=v?a—(a-v) v
ay
a, v
(a-v) v |a - v
A= |a] = 5 a
vA(aAv) 2 |aAv|
an = 2 ’an,| - — =
v v
m Intrinsecas: se ve el sentido fisico de cada término:
- , . >
a; =07 Varla el médulo de v (= 0)
V=uT
2 , . .,
a, = =17 Varia la direccién de v (= 0)
EIAE - Mecanica Clasica 19 /35
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Vector aceleracion

—coswt
—sinwt

0

a:RwQ{

}

a

r=

—coswt
—sinwt

0

v

)

v = v=20
COSs ¢
— '1'2
a=0-7+ TN
R ¢ =
a=a )
© an / COSZDZ

0
vocosat

gt?

}

{

zo +vosinat —

0
V0 COS

{vosinagL

vZ — 2vpsinagt + g2 2

0
0

-9
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Vector aceleracion
z

Un punto se mueve con velocidad de médulo variable v(t); su trayectoria es una circunfe-

rencia horizontal de radio R y centro a una altura h.

; coss/R .
s=v - s:/ v(t)dt — r=R{sins/R 0= —
0 A R
x
z
—sins/R
v=r=3 coss/Ry=uvT
0
a; >0
T T
an n an n
a; <0
—sins/R ) —coss/R )
a=v=3; coss/R 4+ 7 § —sins/R =07+ %5n
0 0
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Coordenadas cilindricas

= Plano 7 que contiene a M y a Oz
m  Coordenadas cartesianas r, z en 7
»  Coordenada 0: £ (m,0Oxz)

= Versores en las direcciones en que crecen las coordenadas:

moviles  cte.

—
U, Up, Uy

m  Polares: cilindricas sin z, planas

™ =ru, +zu, =rcosfi+r sinfj+ zk

v =i, +ra, 4+ ik =7u, +ruy + ik

al = (f—r92) u, + (ré+27"9) u + 2k

EIAE - Mecanica Clasica 22 /35

Derivacion de los versores: geométrica

y ug
AUG AQ \
Up
0 b 1
o v du, ” Au,
= = 1m =

= dt — At—»0 At

1 |Au, | 1 Af 0

= lm —— | uwy=| lim — | uy = =0u
At—0 At v At—0 At v d

m AW _ (h’m |A“9|> (—u,) =

ALO At At—0 At

. Af
= (Aﬁm) (mur) =0 =

EIAE - Mecanica Clasica
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Derivacion de los versores: analitica

Proyectar en ejes fijos, y derivar:
Ugp

u, = cosfi+sinfj
upg = —sinfi+ coshj

Ug

u, = 9(—sin9i+cosaj) o= fuy

uy = 9(—0089i—sin0j) u = —fu,

—u,

que coincide con las expresiones obtenidas anteriormente.

EIAE - Mecanica Clasica
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Vector velocidad en cilindricas

Se deriva el vector posicidn teniendo en cuenta las deri-
vadas de los versores méviles, 1w, =60 uy:

= ru, +zu,

vM =ru.+r u, +zu, =

=7ru,+r Quy + 2u,

v =ju, +r0uy+ iu,

EIAE - Mecanica Clasica
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Vector aceleracion en cilindricas

Se deriva el vector velocidad, teniendo en cuenta las deri-
vadas de los versores méviles, 11, =0 uy, 1y = —0u,:

vM =7ru,+rluy+ 2u,

aM =jiu, +7 0, +70ug+

+r§u0+r9 Uy +zZu, =

:i‘u,'—i—i“éu@—i—?'“ 9ulg +7“éu@—7“9 9ue +Zu, =

aM = (i‘—r@z) u, + (ré+27’“9) up + zZu,

EIAE - Mecanica Clasica
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Velocidad areolar: conceptos previos

Area de un tridngulo en el espacio, con un vértice en el origen:

A:lr/\Ar
2

Vector normal al tridngulo, de médulo

1 1
|A| == |r|-|Ar| siha = -bh
2 2

Se usaran para definir la velocidad areolar: concepto abstracto, pero muy (til en movimientos centrales

Ar

EIAE - Mecanica Clasica
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Velocidad areolar

Area barrida por un punto en un tiempo At

AA:%r/\Ar

Velocidad areolar: drea barrida por un mévil en la unidad de tiempo:

AA 1 ., Ar
=—rA lim — =

Vv = 11um —- —
A0 AL 2 At—0 At

Aceleracién areolar:

AA

dv g

1
R TR

1
(AV+rAa) = |ag ==

rAa

NN

N4

Ar

EIAE - Mecanica Clasica

15

28 / 35



Movimientos centrales

El vector aceleracion pasa siempre por un punto fijo, el Centro.

m La velocidad areolar respecto al Centro es un vector constante

(v 1l 2)

Vg =3TANa=0 = Var = Cte.

= Son movimientos planos

rAv:Qvar:Cfe. = r 1 Cte.

. y
r-Cte.=0 = Az+By+Cz=0
= Coordenadas polares en el plano del movimiento, origen (polo)
en el Centro
a = a, U, + ag¥y
y
EIAE - Mecanica Cl3sica 29 / 35
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Movimientos centrales
4
= Velocidad areolar en cartesianas:
i j k 0
_ 1 _ 1
Var = 5 xr Yy 0 = 5 0 0 y
z gy 0 Ty — YT
x
m  Velocidad areolar en polares: Ley de areas
u, Up Uy
Var = 3|7 0 0]= 3 0 = |20 =C| (Cte. de &reas)
r rf 0 20
Por otro camino:
ag =10+ 210 =0 > r°0 + 2ri) = E7129:0 — 1?0 =C
EIAE - Mecanica Cl3sica 30 /35
Consecuencias de la ley de areas
. . 2 )
= 0 no cambia de signo: 720 = C >0 = 070
=0 = r— o
u
% =70 r0
r?0=C — rf= % = vy(0) 0 } v é:'r% a
r0) = () o) VO a()
EIAE - Mecanica Clasica 31 /35
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12 Férmula de Binet

= Conocidas () y C, hallar v(6), o v(0)

= Usar 7’2% = (C' para eliminar ¢: df = T%d/,

_dr ) _dr C .
VvV = gt u, T Uy = a0 7‘2 u, T 7‘2 Uy
Introduciendo % L = —4 (1), queda mas compacto:
d (1 s ol d (1N [1)?
v — @ <;> u, + uy = ( C @ (;) + ;

12 Férmula de Binet

32 /35
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22 Formula de Binet

= Conocidas r(6) y C, hallar a() (solo «a,, pues ay=0).

= Usar 7’2% = (C' para eliminar ¢: df = T%d/, a

r2 r3

—ZE0-0)

22 Férmula de Binet

“No se puede sustituir en la derivada 27, solo en la 1°
Otro camino: derivar v(6) y eliminar t. Pero se pierde tiempo calculando ay.

EIAE - Mecanica Cl3sica 33/35
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Ejemplo: problema de Kepler
Aplicar la 22 férmula de Binet a la aceleracién gravitatoria:

_GMm

r2

5SS Q) e 2o

Homogénea: wup = Acos (0 + p)

F:ma: u,, (GM:M) ([:_ﬁ

u' +u = &

Particular: up = &
1 1 1
rTr=— = =
Ue  uptup  dm+ Acos(0+ @)
C?/ p Ecuacién polar de una

r:1+ATCQCOS(9+@):1+ezcos(9+<p) cénica

EIAE - Mecanica Cl3sica 34 /35

Ejemplo: problema de Kepler

Cénica: la distancia r de un punto P de la curva a un punto fijo (Foco), P
partida por la distancia de P a una recta fija (Directriz) es una constante
(excentricidad): r
0 N
e
” . £
———— =¢; r=c¢l) —ercost — ! .
D —rcosf
. P
\ — r=_————:" p D
N 14 ecosf /
N S/
AN
AN
AN
N
AN
AN . .
N e =0 Circunferencia
AN
N e <1 Elipse
e e=1 Parabola r(m) — oo
/
s e >1 Hipérbola r(arccos=t) — oo

EIAE - Mecénica Clésicd / 35/ 35

19



	Cinemática de la partícula
	Definiciones
	Partículas y sólidos
	Sistema de referencia
	Definiciones
	Trayectoria
	Trayectorias: definición geométrica
	Trayectorias: ecuaciones paramétricas
	Trayectorias: ecuaciones implícitas
	Ecuaciones horarias, ley horaria
	Ecuaciones horarias, ley horaria
	Vector velocidad
	Vector velocidad: coordenadas intrínsecas
	Vector velocidad
	Hodógrafa
	Vector aceleración
	Vector aceleración: coordenadas intrínsecas
	Vector aceleración: coordenadas intrínsecas
	Vector aceleración
	Vector aceleración
	Coordenadas cilíndricas
	Derivación de los versores: geométrica
	Derivación de los versores: analítica
	Vector velocidad en cilíndricas
	Vector aceleración en cilíndricas
	Velocidad areolar: conceptos previos
	Velocidad areolar
	Movimientos centrales
	Movimientos centrales
	Consecuencias de la ley de áreas
	1ª Fórmula de Binet
	2ª Fórmula de Binet
	Ejemplo: problema de Kepler
	Ejemplo: problema de Kepler

