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Magnitudes basicas

Se define corriente elécirica i como la variacién de carga eléctrica con respecto al tiempo.
Por convenio se entiende que el desplazamiento de cargas ideales positivas entre dos puntos
produce una circulacion de corriente en el sentido de este desplazamiento. La unidad de co-
rriente eléctrica en el Sistema Internacional de unidades es el amperio (A).

Se entiende por tension eléctrica o simplemente tensidn entre dos puntos, wu,,, la di-
ferencia que existe entre los potenciales eléctricos de dos puntos A y B de un circuito,
Hap = uy — g La unidad de tension en el Sistema Internacional de unidades es el voltio (V).

El sentido de la flecha de la Figura 1.1.b) es arbitrario e indica que, si la magnitud es
positiva, el potencial eléctrico en el punto de origen de la flecha es superior al potencial elée-
trico en el final de la flecha.

A p——— A
Circuito Circuito .
eléctrico Y eléctrico '
B B
a) b}
Figura 1.1.
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La potencia eléctrica instantdnea es el producto de la tension instantinea por la corriente
instantdnea, p(ry = u(r) - i(r). Se mide en vatios (W). La energia w que entra en el circuito en-
tre los instantes ¢, y 1, es:

LF.
P = J MiT)- i) dr

Se mide en julios (J). En la Figura 1.2 se muestra un dipolo en el que las referencias son de
potencia entrante, esto es, que una magnitud de potencia positiva implica que el dipolo estd
recibiendo potencia eléctrica.

A
Circuito i
cléctrico

B

Figura 1.2. Dipolo con referencias de potencia entrante,
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Leyes de Kirchoff

Primera ley de Kirchhoff: la suma algebraica de las intensidades entrantes en un nudo es | Segunda ley de Kirchhoff: la suma algebraica de las tensiones a lo largo de cualquier linea
nula en todo instante. Esta ley puede aplicarse no solo a nudos sino también a cualquier regién | cerrada en un circuito es nula en todo instante.
cerrada.

A

b+l #lg# (-l +-15)=0 Vag+Vec+Vep+Voa=0
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Ejercicio 1.1

a) Escribir las ecuaciones correspondientes a la aplicacion de la primera ley de SoLuCIoN
Kl_mhhoﬁ’ e re-prgsentado 138 TR Aplicacion de la primera ley de Kirchhoff a los distintos nudos:

b} Comprobar que las ecuaciones son linealmente dependientes.

¢} Obiener i, a partir de i> ¢ is. Lo mismo para i3 en funcion de i, € i Nudo A:  —i, +iy —is=0

d) Escribir las ecuaciones correspondientes a la aplicacion de la segunda ley de Nudo B: i} Ty —is=0
' Kirchhoff a los circuitos cerrados: ABDA, ADCA, ABCDA, ABCA. . _ . .

_ Nudo C: iy +is— iy =10
NULI(_I D: - lz - f-J + Ilﬁ, = {.]

Suma total 0 =0 = Las ecuaciones son linealmente dependientes.

De la ecuacion correspondiente al nudo [

\"'3 Iy =1~ Iy

De la ecuacién del nudo A:

[.3:!.2_{.1

Aplicacion de la segunda ley de Kirchhoff:

ABDA:  uy +uy+uy =0
ADCA: Wy + g — ity =10
ABCDA  uy + us — ug + ur =10
ABCA iy + s — iy =0

© UNED Fundamentos de la teoria de circuitos y elementos ideales de los circuitos eléctricos | Pagina 6



Ejercicio 1.2

Sabiendo que i, = 3 A, iy = —5A,i; =2 Aeiy=2 A, calcular las restantes intensidades | SoLucion

en el grifico de la figura.

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a todos los nudos, 1y 2 incluidos:

© UNED

R Lo S Nudo D: i, +iz+ig—iy=0 = ig=iy iy~ iz=2+5-2=35A
J‘s fr_q ¥ )
o - Nudo 1: i, =iz =20 ii=1=3A
. 4 Sieions Nudo 2: —is —ig =0 is= —ig= —5 A
o - —
b 6 =it tip=3-54+2=0

\ ¥ J . i ! Nudﬂ .A: f-ﬁ + !:] + EE + !:r.} = ﬂ
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Ejercicio 1.3

La figura representa un multipolo, es decir, un circuito eléctrico con varios terminales. | SoLucion

Sabiendo que las tensiones uyg = a, Upy = b, Upp = C ¥ Uge = d, eXPIEsar Upg, Ugc: Wep ¥
e como combinacién lineal de a, b, ¢ y d

Kirchhoff.

© UNED

CE

forgil Ry L e

por aplicacién de la segunda ley de ugg = —Upp = —d

e = WUpr + g = Ugp “CE = d —
e = Wep + Hpp + Hpa + Han = Uep — Hppr — Wap — MDA il S d —da - b

Upe = Uap +ottgg t e = gy gy —Ucp=a+d—c
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Ejercicio 1.4

Hallar las intensidades que circulan por cada fuente de tens16n y las tensiones entre los
bornes de cada fuente de intensidad. : :

SOLUCION

Las intensidades se pueden hallar aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nudos A, B y C:
A i =i+ 3
B: 3+i+i,=10
C: L+2=0+1i,

Peroi; = -2 Aei;= —4 A, pues ambas estin fijadas por las fuentes de intensidad.
Luego:

b= +3=-2-3=-5A

L=—"13,-3=4-3=1A

Para el cdlculo de las tensiones se aplica la segunda ley de Kirchhoff a cada malla:
Malla ADCA: 5+ us+7=0 = u;=—12V

Malla BECB: u;+9—-8=0 = u,=—-1V

Malla ABCA: us +8+7=0 = u,=—15V
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Elementos ideales de los circuitos

+ Resistencia

Una resistencia R es un dipolo en el que en un instante ¢ su tensién u(t) y su corriente i(f)
satisfacen una relacion definida por una curva en el plano u-i. Esta curva se conoce como
caracteristica de la resistencia en el instante f. La magnitud R se conoce como resistencia

I . .
y se mide en ohmios (£}). La magnitud G = z s¢ denomina conductancia y se mide en sie-

mens (S), o bien ohmios ' ().
Ley de Ohm para resistencias lineales:

u=R-i

Con las referencias de la Figura 1.3, el valor de la potencia entrante en una resistencia es:

2

pli) = u(t)-i(h) = R-i° =“§

Figura 1.3. Resistencia con referencias de potencia entrante.

Una resistencia siempre absorbe potencia. La energia absorbida por una resistencia vale:

B i R - !r_ T “29&"
wit) = B nydr = R b

© UNED

+ Capacidad

Un condensador C es un dipolo en el que en un instante #, la carga almacenada en €l y la
tension en bornas satisfacen una relacion definida por una curva en el plano (u-g).

En un condensador lineal la relacién entre la corriente y la tension es:

. dyg du
i=—=(C—
di dr

C es la capacidad del condensador y se mide en Faradios (F). Con las referencias de la

Figura 1.4, la potencia entrante en un condensador es:

plt) = u(n)-i(t) = u-c.fhf
dt

c
i
Figura 1.4. Condensador con referencia de potencia entrante.

La energia almacenada en el condensador es:

wir) = j C u(‘r}-EfF dr = % C- ()
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Elementos ideales de los circuitos

¢ Inductancia
Una bobina, o inductancia, lineal ¢ invariante con el tiempo es un dipolo en el cual la relacién

entre la tension y la corriente estd definida por la ecuacién siguiente con las referencias de la
Figura 1.5. El pardmetro L se denomina inductancia de la bobina vy se mide en Henrios (H).

Ld:'
M = -
dt

Figura 1.5. Bobina con referencia de potencia entrante.
La expresién de la potencia entrante en la bobina es:
) di
piy = ua)-ile) = L-—-i(1)
dt
El valor de la energia almacenada en la bobina en un instante 7 es:

‘ di(t) 1
w(t) = J L= i@mdt = 5 L- (1)

- T
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Elementos ideales de los circuitos

* Bobinas acopladas

Las ecuaciones de tres bobinas acopladas como las de la Figura 1.6 vienen dadas en las ecua-

ciones expuestas a continuacion.

© UNED

iy, = — . — + —
T " o
M df| I di: L!I.fj.
Iy = . T -
: Rodr 7 dr 2 dr
eli di; diy
iy = My, -

Hy

iy

Figura 1.6.

M;; son los coeficientes de induccidn mutua de la bobina. Los coeficientes L; se denomi-

nan inductancias propias o coeficientes de auteinduccidon. Ambas se miden en Henrios. Los

terminales senalados con el mismo signo se denominan correspondientes. Los terminales solo
son correspondientes entre parejas de bobinas.

La potencia entrante en un cuadripolo como el de la Figura 1.7 viene dado por la ecuacion:

drr o
P(”:(ﬁ[iia]‘ff+M‘H‘*:+ELA‘*’{|

i)

Figura 1.7.

Si las corrientes circulantes por las bobinas en r = — o0 son nulas, la energia almacenada

en las bobinas acopladas es:

' I s |
w(!}=I p{tjdr=EL|-ET+M'E|'E2+EL3-E§
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Elementos ideales de los circuitos

+ Transformador ideal

Un transtformador ideal es un cuadripolo cuyo esquema y relaciones entre sus parimetros vie-
nen dados por la Figura 1.8 v las ecuaciones siguientes. El parimetro a se conoce como rela-

c16n de transtformacion.
———
|i| f‘a
. l ]
|
L
al

Figura 1.8. Transformador ideal.

iy n 1
—_ =g =
s 14 &

En un transformador ideal, la potencia consumida en todo instante es nula.

© UNED

* Fuentes de tension

Una fuente de tensidn ideal es un dispositivo que mantiene una tensién entre sus terminales
independientemente de la corriente que circule por ellos. Se representa en la Figura 1.9. EI
signo «+» indica que la tensién en A es superior a la tension en B en e, V.

¢ ¥

Figura 1.9. Fuente ideal de tensidn.

Una fuente de tension real, en corriente continua, consiste en una fuente de tension ideal
en serie con una resistencia. La relacién entre tension y corriente entre sus terminales (ecua-

cion terminal) es; )

u=e, Es “f
]
4— Circuito abicrto

e

Cortocircuito

Figura 1.10. Fuente real de tension.
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Elementos ideales de los circuitos

¢ Fuentes de corriente

Una fuente de corriente ideal es un dispositivo por el que circula una corriente dada para
cualquier tension entre sus terminales. Se representa como en la Figura 1.11. La flecha indica
el sentido de circulacién de la corriente 1,:

 p—
A — B
e
Figura 1.11. Fuente ideal de corriente

Una fuente real de corriente continua consiste en una fuente de corriente ideal en paralclo
con una resistencia. Su caracteristica corriente-tension es:

=i, = G,u

i Lortocirewto

L

Circuito abiarto

| ——
I |
o
1
|

Figura 1.12. Fuente real de corriente.

© UNED

+ Equivalencia de fuentes reales

Dos fuentes reales son equivalentes si para cualquier tension aplicada a las dos, suministran Ja
misma corriente. Para ello deben cumplir las siguientes condiciones:

€ 1
“Th, %R,
&

3
K
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Elementos ideales de los circuitos

« Fuentes dependientes
Las fuentes dependientes son fuentes ideales de tensién o corriente cuya magnitud viene de-
terminada por la tension entre dos puntos, o la corriente que circula por una rama. En la Figu-
ra 1.13 se representan los cuatro tipos posibles.
I — + . *
Circuito u e, = flu) Cirguito ¥i e, = fli)
eléctrico elécirico
8 7
a) Fuente de tensidn dependiente de tensidn, by Fuente de tensicn dependiente de corriente,
A
A
Circuito " i = flu) f.‘ljrcui_tn ¥i i, = fli)
eléctrico ¥ eléctrico |
I
i3 B
L
¢) Fuente de corriente dependiente de tension. d) Fuente de corriente dependiente de corriente.
Figura 1.13.
© UNED
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Elementos ideales de los circuitos

* Amplificador operacional

El amplificador operacional, o simplemente el AO, es un circuito integrado que se
puede encontrar en muchos circuitos y aplicaciones electrénicas ya que permite
realizar con él las operaciones matematicas bdsicas (suma, resta, multiplicacion y
division) entre otras, de ahi su nombre. Este elemento internamente es un circuito
electrénico construido a partir de transistores, diodos, condensadores y resistencias
conectadas y fabricados en un mismo circuito integrado.

Terminal _ _ _ Terminal
inversor g *ee /7 de salida
=0
L+ n-—+ o
Terminal /‘ ~Ucc
no inversor

El circuito equivalente del amplificador operacional es el circuito de la figura 4.4.a: en
él hay una resistencia de entrada Re, una resistencia de salida RO y una fuente de
tension dependiente que es proporcional a la diferencia de tensiéon que hay entre los
terminales de entrada, u+ y u-, con un factor de amplificacion denominado ganancia
de tension del AO. A esa diferencia de tensidon ud que hay entre los terminales de
entrada se la denomina tensién diferencial. Las tensiones de entrada, u+ y u-, y la
tensidon de salida, u0, son las tensiones de esos tres terminales respecto a un mismo
punto de referencia que suele ser la masa del circuito electrénico del AO. Para un AO
real la resistencia de entrada es muy alta (del orden de M), la resistencia de salida es
baja (del orden de unas pocas decenas de ohmios) y la ganancia es muy elevada (del
orden de 10° y superior).

= _E.'\-I'Ef , 8 b g : ["I-f.'{"
Iy
= _E.t:rzt . 8l by {_ _E"r{"{"

u Zona de saturacion
0 positiva
UCC:ES.:'.
ugp = (e —u_) = puy
Ug
LAWY -.V.—__;;-—r:‘
L —Uce=—E.a
Zona de saturacion |
negativa I
Zona lineal
o
(b)

Figura 4.4
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Ejercicio 1.5

'I-I_a!l_ar.i,,.y_'-})p‘en- el circuito de la figura en funcion de e, Ry, Ry, 1y g

k

© UNED

SOLUCION
Por aplicacion de la ley de Ohm:

H, = RE‘fn {1:]

Se aplica la primera ley de Kirchhoff a la corriente i,:

i, =g U, 1l (2)
Se hace lo mismo con i,
i, = g-u, ek, (3)
Se sustituye (3) en (2}
iy =g-to— pg-uy + e/R) = (1 — pg-u, — n-e/k (4)

Se sustituye (4) en (1)

u, = Rao(l — g -1y — jr-e-Ro/R
(1 — Rl — gy = —p-e-Ry/R,

— uk; . —H

=—— ——= e i, — e
R - Ryl g) Ry(1 — Ry(1 — plg)

i
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Ejercicio 1.6

A un condensador de 2 F descargado inicialmente y con las
aplica una intensidad cuya forma de onda es la dada en el grﬁﬁcu =

forma de cmda de la tension u.

448

1] k
l SHETEN S

SOLUCION

La ecuacion del condensador es:

) dulr)
i) C_df

de donde

™

H{ﬂ - Hf_i_r(l} T :_-’\. Jr“ :{I) dr

referencias de la figura se le
c{r}. Determinar la

La expresion analitica de la corriente, a partir de la grifica es:

4 0=r=1

irn = l<rs2
4r—8 2<t<3
0 3<t

>z integra en cada tramo para hallar u(r):

< =
-
S =3

L[
wit) = u(0) + 5 ddr =04+ 2= 2¢

o

I ™
u[f}‘—'u{]}+§ Odt = w(l)=2

Jl

el

L[ 4[r ‘
e{(r}=:¢{2]*=ﬁ+£J{4I—H}a‘f=u[2]+£{§—21‘—‘ =6+ — 4t

i

|
i) = u(3) + 2 [ Odt = u(3) = 3

a
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Ejercicio 1.6

y . ) ) - =7 anto. la expresion analitica de la tension en el condensador es:
La expresion analitica de la corriente, a partir de la gréifica es:
4 0<rel 21 O=r=<1
| Srs ) o l<1=2
It = -
i = <r= 6+1F —dr 2<1<3
dr—8 2<1r=3 3 3 <t
0 3 <t
Para dibujar la grafica falta determinar la curvatura del tercer tramo, lo cual puede hacerse
>z integra en cada tramo para hallar u(r): a partir de la segunda derivada:
| i (n) d 4y =250
el u) = wO) + o | Adi=0+2=2 dr gt W Te=0 = convexa
J
o | Representacion grifica de la tension en el condensador:
T u[f}‘—'u{]}+§ Odt = u(l)=2
o1 i
I N 4[r ‘ N IV
W) =uw2) + =6+ | (d—8)dt=u2)+-|-—2t| =6+t — 4t '
2 Jo 212 » 3 TR
2V |
2 === T |
<t 1 ‘ - : i i
u(t) = u(3) + - [ Odt = u(3) =3 : ! '
2 Js | E |
] 2 3 !
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Ejercicio 1.7

SOLUCION

La ecuacion del condensador con las referencias de la figura es:

dult
iin=-C dli)
Expresion analitica de u(r) Intensidad
ult) = 61 D<r<1 in=-2-6=—-12A
uin) =6 |l <r<2 ity =40
ult) = —3(t — 4) 2=r<4 in=-2-(—3) =
uin) =10 t =4 iin=0
© UNED

a:de onda rcpresemada en la figura corresponde a la tensién de los extremos de un.
-, d.g 2 F. Decir m en g] instanté r'«-= 3 s, dicho condensadﬁr eede: o absm'—.-

La potencia instantdnea es p(f) = u(f) - i(t), potencia saliente con las referencias de la figu-
ra. La energia almacenada se calcula integrando la potencia absorbida a lo largo del tiempo:

™

I
- Jﬂcm(?}fff = - J u(thi(tydt = — [‘u[r}{—ﬁ‘du} = — Cu’(t)

Wamll) = Ipnhs(r} dt =

En el instante = 3 s:

Potencia cedida: plt=3)=w3)-§3)= 3.6 =18 W (cedida a la red)

1 1
wit=3)= Cu (3) = = ’luz{’ij =9]

Energia almacenada:

Las expresiones de la potencia y la energia cedida a la red en cada instante de tiempo
son:

p(ty = —72t D<r< w(t) = — 361

p(H) =0 l<t<2 w(t) = — 36

p(n = 18(4 — 1) 2<r<4 w(t) = —9(4 - 1)
pity =0 1=>4 w(t) =10
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Ejercicio 1.7

Representacién grifica de todas las formas de onda:

u 7
36
) N
| 2 3 4 t
1 2 3 4 {
i -72
-
a4
} f
1 2 3 4 F§
=12

© UNED
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Ejercicio 1.8

'Determinar la tension U e intensidad 7, o la relacion entre estas magmtudas en los b:rml-
"nales de cada uno de lt:-s cm:mma mcs:radm; en las ﬁgu.ras s,igmantcs

SoLUCIoN
Figura 1

Puesto que la fuente de corriente estd en paralelo con una fuente de tension, la tension entre
sus terminales estd definida por el valor de €sta, y por tanto,

U=10-1—8
Figura 2

La fuente de corriente impone, por definicion, la corriente circulante por la rama. La tension
dependeri del elemento conectado entre A y B.

I=2A
Figura 3

Andlogamente al caso anterior, la tensién U viene dada por el valor de la fuente de tension.
La corriente dependerd del elemento conectado entre los terminales A y B.

U=4YV

© UNED Fundamentos de la teoria de circuitos y elementos ideales de los circuitos eléctricos | Pagina 22



Ejercicio 1.8

'Determinar la tension U e intensidad 7, o la relacion entre estas magmtudas en los tr;rml-.

"nales de cada uno de lt:-s cm:mma mcs:radm; en las ﬁgu.ras s,igmﬂﬂtcs :

Figura 4

3Q

Aplicando las leyes de Kirchhoff y la ley de Ohm, asi como la definicion de fuente de
tension, se obtienen las ecuaciones:

U=1-1

=1 -5

al+L=2
Se sustituye y se llega a:

A+4U =2
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Ejercicio 1.8

‘Determinar la tension U e intensidad 7, o la relacién entre estas magnitudes. en los tr;rml-. Figura 5
--nales de cada uno de lus -::m:mtﬂs mcs:radu:; en las ﬁguras mgmentc:s S i I

A T “ v
TIRY

U =6l + 10

I, =142
U=6-(I+2)+ 10
U =22+ 6]

Figura 6

Por definicion de fuente de corriente, la que circula por la rama sera:

I=2A
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Ejercicio 1.9

Analizar el circuito de la figura 4.5 para los dos valores siquientes de la ganancia del AO: (a)
p=>5; (b) p=100. En ambos casos considerar que E,,, es igual o + 12 V.

>

2v(+) R, Ug

R;

Figura 4.5

Se utiliza el modelo del AO de la figura 4.4.a, en el que, como no dan méas datos concretos,
se considera que la resistencia de entrada es infinita v la resistencia de salida es nula. La tension
diferencial s6lo depende de la fuente de entrada v su valor es — 2 V, ya que la caida de tension
en la resistencia conectada en el terminal no inversor es nula al ser i, igual a 0. De esta forma se
llega al circuito equivalente de la figura 4.6.

(a) En el primer caso, con g igual a 5, en la salida la fuente dependiente impone la tension:

wp=pug=5-(—-2)=—-10V

Como la tension de salida estd dentro del intervalo definido por las tensiones de saturacion
(ecuacion (4.8)), ese valor de la tension de salida calculado es correcto.

© UNED

(b) En el segundo caso, con p igual a 100, el valor de la tension de salida seria:

g = 100 - (—2) = —200 V

Pero ahora como ese valor de la tension de salida es menor que el valor negativo de la tension
de saturacion, la tension de salida es (ecuacioneds (4.8)):

ty = —E. = —12V

0A
0A ¢Uu

2V R, b-uy U

Figura 4.6

En los dos casos del ejemplo hemos aumentado la ganancia del AO vy, sin embargo, el valor de
la tension diferencial no varia. Si se repite el ejemplo con ganancias mayores se seguird obteniendo
el mismo resultado del aparado (b), esto es, —12 V. Otro aspecto que conviene resaltar de este
ejemplo es el signo de la tension de salida, que viene dado por el signo de la tension diferencial de
entrada, de forma independiente de la ganancia de tension.
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Ejercicio 1.10

Analizar el eircuito de la figura 4.7 para las siguientes ganancia de tension del AO: (a) p=5;
(b) p=20; (c¢) p=100; (d) p = 2000; (e} pp = 50000. En todos los casos considerar que F,,, es
igual a &= 12 V.

>_

10V Ug

Figura 4.7

Utilizando el cirenito equivalente del AO, el circuito que hay que analizar es el de la figura 4.8,
Se tiene que:

10
W=u;+pu — Uy = ——— vV Uy = LU
d T HUg d 1+ 1 3 0= Hug
0A
0a tug —
10V H-Uq to
Figura 4.8
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Para los distintos valores de la ganancia del AQO, los resultados que se obtienen son los sipuien-
fes:

(a):p=5 — wug=166TV y u;=2823333V

(B) p=20 — ug=04762V v uo=0,5238V
(¢):p=100 — wy=00990V v wu;=99010V
(d): p=2000 — wg=5-107V vy up=99950V
(€): p=50000 — wg=2-10"V vy wuy=9998V

En los cinco casos se comprueba que la tension de salida esta dentro del intervalo definido por
las tensiones de saturacion (ecuacion (4.8)), por lo que el valor de la tension de salida calculado
en cada caso es correcto v el AQ trabaja en la zona lineal.

Se aprecia en este sencillo circuito que para ganancias del AO mayores el valor la tension
diferencial u; se hace practicamente nulo v el de la tension de salida, ug, es aproximadamente
igual al que “establece” la realimentacion negativa, en este caso:

10
uy = lim a

=10V
e (14 1)
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Ejercicio 1.10

Como se ha indicado al inicio de este apartado los AO reales suelen tener valores de ganancia
de tension muy elevados, superiores a 10%, siendo 200000 un valor tipico. Conforme anmenta la
ganancia v el AQ realimentado trabaja en la zona lineal, el valor de la tension diferencial 1, se
hace cada vez mas pequenio v la pendiente del tramo recto inclinado de su caracteristica (figura
4.4.a) se hace mas vertical. El caso limite se obtiene cuando la ganancia se considera infinita v
corresponde al amplificador operacional ideal cuyas caracteristicas son:

» La ganancia de tension del AQO ideal es infinita, su resistencia de entrada es infinita v la de

salida es nula.

n Cuando el AO ideal trabaja en la zona lineal (ecuacion (4.8)), la tension diferencial es nula,

Uy = 0.
= Si con la suposicién anterior (de que uy; = 0) al resolver el circuito se obtiene que no se ey .
o . . .. = OA Zona de saturacion
cumple esa condicién, entonces el AO ideal trabaja en una de las dos zonas de saturacién, {J-A ? T” -0 — posiiva
la tension de salida ug vendra dada por las ecuaciones (4.9) y la tension diferencial sera no { = ? u”»x\,‘ Uo=F ..
nula, uy # 0, v su valor se obtiene analizando el circuito. ! Esat / =<
Uy
_E}A Zona de saturacion
—_— negati\ra "IjA '--,._\_“‘
0A T Ud{:ﬂ “, \.f"- St -
+ E T\ Zona lipeal oA ‘T ug=0
=at v ! —_— a
| + (- +> Uy
o .f"f“ ~Uec=Esat 1‘“- l\_|-
2 . o
Figura 4.9
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Ejercicio 1.11

P2.11 El circuito de la figura P2.11 se conoce como sumador. Demostrar que se
cumple la siguiente relacién para la tensién de salida .

=R+ Ry
s R TR,

R, .
u)
u lus
X :
Figura P2.11
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SP 2.11

Figura SP 2.11

En la figura SP 2.11 se muestra el circuito en estudio, en el que, al ser nulas las

intensidades en las entradas del amplificador operacional ideal, asi como la tensién
diferencial, se obtiene

uy = Ryiy
uy = Ryia
us=—Ri
y, ademds,
i=iy+ip

Si se sustituyen las intensidades en funcién de tensiones en esta Gltima ecuacién,
resulta

. I .
R R R,

Si se despeja de esta ecuacién la tensién ug, se obtiene el resultado buscado.
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Ejercicio 1.12

P2.12 Si en el circuito de la figura 2.33 se sustituye la resistencia de realimentaci6n
por un condensador, se obtiene el circuito de la figura P2.12 cuya funcién es integrar la
tensién de entrada. Demostrar que, en efecto, se verifica la ecuaci6n siguiente

{

U= —— dr
= "rc )
C
||
[l
R
- S
o0 -
S
= °
Figura P2.12

SP 2.12 En la figura SP 2.12 se muestra el circuito en estudio, en el que, al ser nulas
las intensidades en las entradas del amplificador operacional ideal, asi como la tension
diferencial, se obtiene

ue=Ri
i=— C.dug/dt

Figura SP 2.12

Si se sustituye el valor de la intensidad i, dado por la segunda ecuacién, en la primera,
resulta

ue =— RC.dug/dt

Si en esta ecuacién se despeja ug, se obtiene el resultado buscado.
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Ejercicio 1.13

P2.13 El circuito de la figura P2.13 recibe el nombre de amplificador no inversor. Se
pide:

a) Comprobar que se verifica la ecuaci6n siguiente:

R
Ug = l+R—l U,

b) Determinar los limites de la tensién u. entre los que queda garantizado el

funcionamiento lineal y, por tanto, la validez de la ecuacién obtenida en el
apartado a.

¢) Comparar la carga que supone para la fuente de tensién #, el circuito conectado a

ella en este caso y en el caso del amplificador inversor representado en la figura
2.33.

< . S
o0 —C
R
Ue (‘i‘) ' A 7
R,
= °
Figura P2.13
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SP 2.13
i 0A
- O S
w=0VY¥ga b —o
L
. R
e
Ve C—) IR1 — us
u
llml R,

+ "

Figura SP 2.13

a) En la figura SP 2.13 se muestra el circuito en estudio, en el que, al ser nulas las
intensidades en las entradas del amplificador operacional ideal, asf como la tensién
diferencial, se obtienen las ecuaciones siguientes

UR) = Ug
U= UR — Ug
i=—ip

Si se sustituyen las intensidades en funcién de tensiones en esta iltima ecuacién
resulta
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Ejercicio 1.13

y, haciendo uso de las dos primeras ecuaciones, se tiene
SP 2.13
A L. o Up—Us _ U
t R R
u =0 V' 0A b —o 1
<
i R Si se despeja de esta (ltima ecuaci6n la tension g, se obtiene el resultado buscado.
“Q) wf T = |4 . . | )
u b) Para que el AO trabaje en la zona lineal se debe verificar la condicién
llml R,
—Egat < us < Ega
= °
que, en este caso, se convierte en
Figura SP 2.13
—Eg < 22 Ue < Egu
a) En la figura SP 2.13 se muestra el circuito en estudio, en el que, al ser nulas las R

intensidades en las entradas del amplificador operacional ideal, asi como la tensién
diferencial, se obtienen las ecuaciones siguientes es decir,

UR) = Ug Ry o R

- Ue < E
U= upi — s R+R, ™ ° R+R ™
i=—ip
Si 2 - idad Bistich 7 s : ¢) En este circuito i, = 0, luego la fuente ideal de tensién de valor u, estd conectada a

- u; se sustituyen las intensidades en funcién de tensiones en esta ultima ecuacién un dipolo que se comporta como un circuito abierto.

" ” En el circuito inversor de la figura 2.33 se puede verificar que . = R)i,, es decir, a la

- —% entrada del amplificador la relacién entre tensién e intensidad corresponde a la de una

1 resistencia de valor R;.
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Ejercicio 1.14

P2.14 En la figura P2.14 se muestra un circuito conocido como amplificador

diferencial. Demostrar que se cumple en €l la relaci6n siguiente SP2.14
R,
Uy =—=\uy —u
2 RI ( b a)
R,
| D |
—
Ry OIS
R o0
ua 1

uz

R,

Figura SP 2.14

&
NO —-—— lN

En la figura SP 2.14 se muestra el circuito en estudio en el que se han indicado las
referencias de polaridad de tensiones e intensidades. En el subcircuito formado por la
fuente de tension uy, y las resistencias R; y R, se tiene
Figura P2.14

up = u'y +u'z
u'y = R4y
u'y = Ry.ij

© UNED Fundamentos de la teoria de circuitos y elementos ideales de los circuitos eléctricos | Pagina 32



Ejercicio 1.14

SP 2.14 i R,
—e—{ }—
Uy —u's B T

Figura SP 2.14

En la figura SP 2.14 se muestra el circuito en estudio en el que se han indicado las
referencias de polaridad de tensiones e intensidades. En el subcircuito formado por la

fuente de tension uy, y las resistencias R; y R, se tiene

up =u'y +u'z
u'y = R4y
u'y = Ry.ij

con lo que resulta
u'y = Ry.up/(Ry + R3). [2.87]
Ademds, con las tensiones en las resistencias indicadas en la figura SP 2.14, se tiene

Uy —u'y Uy —u'y
R, R

1=

De esta tiltima ecuacion resulta
Ra.ug — Ry.u'y = Ry.u'y — Ry.up

Si de esta ecuacion se despeja la tensién u; y se sustituye ', por el valor dado en
[2.87], se obtiene el resultado pedido.
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Ejercicio 1.15

. o L SP 2.15 En la figura SP 2.15 se muestra el circuito en estudio en el que se han
P2.15 Verificar que en el circuito de la figura P2.15 se cumple la relaci6n siguiente indicado las referencias de tensién e intensidad, asi como las intensidades y la tensién
diferencial a la entrada de los AO.

_filighe o 1.
Us) "[ RyR, R5)"‘ Al ser nula la tension diferencial a la entrada de los AO se verifica: uag = 0 y, por
tanto,

ug) = Rs.is [2.88]

o0

-+
nh A R, R, C D
—{—— +——"  —+—{ 1 s
B R3 R, E

Figura P2.15

Figura SP 2.15
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Ejercicio 1.15

SP 2.15 En la figura SP 2.15 se muestra el circuito en estudio en el que se han
indicado las referencias de tensién e intensidad, asi como las intensidades y la tensién Ademas se tiene
diferencial a la entrada de los AO.

is=1is
Al ser nula la tensi6n diferencial a la entrada de los AO se verifica: uag = 0 y, por R4.ig+ R3.i3=0
tanto,
luego,
us) = Rs.is [2.88] i3=—Ra.is/ R3.
Anélogamente,
=103
Ryiy+ Ry.ip=0
luego,

iy == Ry.i3/ Ry = R3.R4.is /(R R3).

Si se despeja de esta ecuacién is y se sustituye en la ecuacién [2.88], se obtiene el resultado
buscado.

Figura SP 2.15
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Ejercicio 2.1

P3.1 Hallar la energia almacenada en el condensador y en la bobina del circuito de la
Sgura P3.1 en un instante 7. Se supone que en el circuito todas las tensiones ¢ intensidades
wenen un valor que no cambia a lo largo del tiempo.

L=2A

Ri=20Q Ri=10Q

C=20uF =

Figura P3.1

SP 3.1 Al ser la tension en el condensador, Uy, constante, la intensidad por el mismo
es nula y se puede sustituir por un circuito abierto. De igual forma, al ser la intensidad en
la bobina, I, constante, la tensién en la misma es nula y se puede sustituir por un
cortocircuito. En la figura SP 3.1 se muestra el circuito en estudio en el que se ha
sustituido el condensador por un circuito abierto y la bobina por un cortocircuito.

Ri=200Q hf\ A Ri=100
o—{  }— 5 o f T}
Ucl R:=50Q | |[R:=40Q 4"-

E B

Figura SP 3.1
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Por la resistencia R, no circula intensidad por lo que

I] =2A
Ue=50L; =100V

La intensidad /; se obtiene mediante la aplicaci6n de la 1" ley de Kirchhoff al punto A:
L+h=2A
junto con la condicién, deducida de la segunda ley de Kirchhoff,
10.1; =40.5;
De estas dos ecuaciones se obtiene
IL=16A
Las energfas almacenadas (absorbidas) en el condensador y en la bobina hasta un
instante f cualquiera, una vez se ha llegado a la situacién en que las magnitudes del circuito

permanecen constantes, son:

We=CUSR2=20.10%1002= 0.1
Wy =LI*2=50.102.1.6"2 = 0,064
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Ejercicio 2.2

P3.2 Hallar la potencia absorbida o cedida por los elementos del circuito de la y mediante la segunda ley de Kirchhoff, aplicada a las trayectorias cerradas que se
figura P3.2. muestran en la figura SP 3.2, recorridas segiin el sentido indicado en ellas, se puede

escribir
R > 2 Q '3
M ey ™= 4'(%} U= 25+ 31
N% 3h=-4U +4l
L=2A ‘) U R=130 Ri=40 Una vez resuelto este sistema de tres ecuaciones con tres incognitas se obtienc
LH=-8/19 A
Iy =46/19 A
U=52/19 A
Figura P3.2 s : : : e
La potencia absorbida por cada una de las resistencias del circuito es
SP 3.2 En la figura SP 3.2 se muestra ¢l circuito, en el que se han indicado las

referencias de las intensidades que circulan por las resistencias. Inmediatamente se deduce Payri=Ri\2=227=8W

Pa k2 =Raly’ = 3.(-8/19 ) = 192361 W
2 2

Pab iy = R3ly™ = 4,(46/19 )" = 8464/361 W

y la absorbida por todas las resistencias

Priowt = Pas gy + Pap o + Paypz = 11544/361 W =31978 W

La potencia cedida por cada una de las fuentes es

Peed fdep = 4U.J3 = 4.(52-46/361) = 9568/361 W
Peed findep = U.Js = 2.(52/19) = 1976/361 W

v la cedida por todas las fuentes
Figura SP 3.2 ' ke

Piowt 1= Pe +Ps =11544/361 W =31978 W
Por otra parte, al aplicar la primera ley de Kirchhoff al punto A, se tiene total f = Fced fdep ™ /" ced findep

Se comprueba que la suma de las potencias absorbidas por unos elementos del circuito
L=h+1h es igual a la suma de las potencias cedidas por los restantes.
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Ejercicio 2.3

P3.3 Hallar la potencia absorbida o cedida por los elementos del circuito de la
figura P3.3.

Rl:?-Q / R2=3Q

U =4 v(t) 4.1 C‘_‘) Ua=3V

Figura P3.3

SP 3.3 En la figura SP 3.3 se representa de nuevo el circuito en estudio, en el que se
han indicado las referencias de las intensidades en las resistencias

R1=29[| ] R2=3f2

Ua=4 vC’.‘) 4.1 (‘D Ua=3V
5

Figura SP 3.3

Si se aplica la segunda ley de Kirchhoff a la trayectoria cerrada de la derecha se tiene
~4I+31+3=0

y. portanto, /=3 A
© UNED

Si, a continuacién, se aplica la segunda ley de Kirchhoff a la trayectoria cerrada de la
izquierda resulta

—-4+2,+4/=0
y. si se tiene en cuenta el valor ya calculado de /, se obtiene: /; =—-4 A
Finalmente, mediante la primera ley de Kirchhoff, se puede escribir
L=h-1=-T7A
Las potencias absorbidas por las resistencias son

Pale =R|I|2 =2(—4 )2 =32W
Por=Ril*=33"=21W

y las potencias cedidas por las fuentes

Peedtsi =Ugy =4(-4)=-16 W
Ped i =—Ugpl=-33=-9W
Pccdfdcp=-41J3=~4,3(_7)=84w

Como puede verse, la potencia absorbida por las resistencias es igual a la cedida (con
su signo) por las fuentes.
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Ejercicio 2.4

P3.4 Hallar la potencia absorbida por las resistencias R y R, en funcién de v, en el
circuito de la figura P3.4. Las dos bobinas constituyen un transformador ideal.

Ri=2KQ

N],”N'z =2/1

Figura P3.4
SP34

N]I'Nz = 2“

Figura SP 3.4

En la figura SP 3.4 se muestra el circuito en estudio, en el que se han indicado las
referencias de tensién e intensidad necesarias para su resolucion.
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En la trayectoria cerrada, que también se muestra en la figura SP 3.4, se puede escribir
ug=2i+u +up
y en los puntos A y B se tiene

=i +igg=i +w/l
i=ihh+ipp=iy+u/2

Ademds, se dispone de las ecuaciones del transformador ideal

uyuy =2
2iy+ip =0

Se tiene un sistema de S ecuaciones con 5 incégnitas, del que resulta

uy = ug/3
u = ugl6
i=uy4

La potencia absorbida por cada una de las resistencias es

2

., pl

Pabr1 = /1 =ug /9W
2

Pavr2=uy 12=us /T2W

-

PabRs = 2 = u;/S W

9N

v la potencia total absorbida por las resistencias del circuito es
2 2, 2, 2
PabR=Us 9+ ug /T2 +ug /8 =ug /14 W
La potencia cedida por la fuente vale

,
Peed Us= Usi = us 14 W
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Ejercicio 2.4

La potencia cedida por la fuente es igual a la absorbida por las resistencias, con lo que
se cumple la propiedad ya mencionada, ya que la potencia absorbida en los dos devanados
del transformador ideal es cero.

Precisamente, esta propiedad del transformador ideal permite resolver este ejercicio de
una forma alternativa. Si se considera el dipolo que queda a la derecha de los terminales
A-B, la potencia absorbida por éste es

Pab AB = UAB.I

que ha de ser igual a la absorbida por las resistencias R, y R, es decir

-

% U|2 Uzh
RPN el o
R, R,

[3.62]

Si en la ecuacion [3.62] se sustituyen R; y R, por sus valores respectivos y se tiene en
cuenta que uag = ¥y + 1y y que uy = 2us, resulta
. 2
3uri = (2uy)” + uzzz’z

es decir,

i=3u/2

© UNED

A continuacién se aplica la segunda ley de Kirchhoff a la trayectoria cerrada formada
por us, R, y los dos devanados del transformador ideal, con lo que se obtiene

us = 2.i+ 3uy
y si se tiene en cuenta el valor deducido para i (en funcién de ;) resulta

) = ug/6
i=us/4

que son los resultados obtenidos anteriormente.
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Ejercicio 2.5

P3.5 Hallar la potencia absorbida por los distintos elementos del circuito de la figura

P35 Teniendo en cuenta que /; = 0, en el trayecto cerrado formado por la fuente Ug y las
resistencias Ry y R se cumple
R,=20 kQ Ry =10kQ
o — 5 = 50001,
—_1
de donde, /,2 = | mA y la tensién en R; vale
:l R=5kQ
URg - 3000.0,001 - 3 AY
Ademads mediante la segunda ley de Kirchhoff se puede escribir
I, = R. - U 4+ Us»
Figura P3.5 L{; ::;ll"l Rl;| = zjk'
SP 3.5 En el circuito de la figura SP 3.5 se tiene a la entrada del amplificador operacional : o R :
ideal De la primera ecuacion, al sustituir valores, se obtiene
5=200007,, +3
-4
y, por tanto, /,; =10~ A =0,1 mA.
De la segunda ecuacion, si se tiene en cuenta que [3 = Iy, al ser [y = 0, se deduce
Iul
-4
3 =10000.10"" + 5000/
=5
Uy=5V i | 1
L y, por tanto, Iz = 0,4 mA.
Figura SP 3.5
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Ejercicio 2.5

Finalmente, en los terminales de salida del amplificador operacional ideal se tiene

12=13—IR=—0.3mA
Uy=Ur=5000lg =2V

Con los resultados obtenidos se pueden calcular las potencias absorbidas por las
resistencias

Pas kst = 20000. I,;> = 2.10% 1.10%y* =02 mW
P k3 = 10000. 1,2 = 1.10% 1,10 )’ = 0,1 mW
Pab k2 = 2000. I,,° = 2.10°( 1.10° > =2 mW
Pas g2 = 3000. 1,5- = 3.10°( 1.10° )’ =3 mW
Py g = 5000. Iz" = 5.10°(4.107’ = 0,8 mW

v las potencias cedidas por las fuentes y por el amplificador operacional ideal:

Peed vs1 = 5L, = 5.1.10" = 0,5 mW
Peed U2 = 5ha =5.1.10" = 5 mW
Peeaao=—Uplh=—2( —3.104 )= 0.6 mW

También se comprueba la propiedad de que la suma de las potencias absorbidas (las
cedidas cambiadas de signo) por todos los elementos del circuito es nula. Ademds, en este
caso, la propiedad se verifica dentro del subcircuito formado por U, R y Rz, que queda
independizado del resto del circuito, al ser nula la intensidad /; a la entrada del
amplificador operacional ideal.
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Conceptos basicos y
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Conceptos basicos

¢ Rama: es un elemento o grupo de elementos que presenta dos terminales. Queda definida
por una relacion entre la tension que hay entre sus extremos, u, y la corriente que circula
por ella /. La rama resistiva mds general se muestra en la Figura 1.19.

Y

u

Figura 1.19.

La relacion entre la tension y la intensidad de esta rama se obtiene aplicando las leves de
Kirchhoff, y se puede escribir como:

u= —e, +R-(i+1i,)
® Nudo: es el punto de umion de dos o mds ramas.

* Malla: sélo estd definida en circuitos planos. Es un conjunto de ramas gue forma una linea
cerrada y que no contiene otra en su interior.
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Método de mallas

Para resolver un circuito por el método de mallas hay que resolver el siguiente sistema

= — — — — —

le.l Rm!.‘l le.m Ir-I lE"I

le 1 lei T R:.u?, | f: _ EE

ll‘;{'IJ.'J.r.', | Rmrr.l e Rrrm.m r‘m 'F"J.r:'
[R]-li] = [E]

[R] es la matriz de resistencias de malla, cuyos términos tienen el valor siguiente:

R.r.ru',f = Z Rr:;'
)

Rrrrrul' - = RH I:i: ?‘:})
[i] es el vector de corrientes de malla.
[£] es el vector de fuentes de tensidn de malla, que estd formado por las fuentes de ten-
sidn con sentidos opuestos al de referencia dentro de una malla. Si el sentido es el contrario,
el signo con el que aparecen en la expresion final es negativo. Las componentes de este vec-

tor se obtienen de la siguiente manera:

E_ﬁ = Z IE"'J-J:
)
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Ejercicio 3.1

Efectuar el andlisis por-mallas del circuito de Ia figura. e oo | SoLucioN
Gy S T e : ' Y Para efectuar el andlisis por mallas se numeran las mallas segin se muestra en la figura y se
toma como incognita la tensién U de la fuente de corriente.

152

Il 1]
142 \t +
9Q QJW 20 Y

Las ecuactones de mallas son:

L9+ 2+ 3),— 9, — 2, =23

M =9+ (1 +5+2+ 9N, — 2, — Sip= —20
M =2, = 2ip+ @2+ 241+ 2, —2i,=20
Ve =50 = 2 + (5 + )iy = U
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Ejercicio 3.1

Las corrientes y tensiones en cada elemento se muestran €n la figura:

1462

Pero 1a fuente de corriente impone la intensidad iy, = 7 A. Por tanto, el sistema de ecua-
ciones queda como se indica a continuacion:

[ 14i, — 9iy — 2igy = 23 |
I =9+ 17y — 2iy =15 Balance de potencias:
M =20 = 2iy + Tigy = 34 Potencias generadas por las fuentes
Ve =iy 2= U= 249 TP, = 138 + 60 + 56 = 254 W
cuya solucion es
i =6A  iy=S5SA  iy=8A  U=8YV

Potencias consumidas en las resistencias

EP*.=25+ZD+91-|8+2+64+8+lﬂ3=254w
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Ejercicio 3.2

Realizar el andlisis por mallas y el balance de potencias dci Cll‘Cl.lltﬂ de la figura, en el que
los parﬁmetms toman los siguientes valores:

R=40 R,=20 R =20 R=20 R=10 R=10
E.=6V E =12V . L=73Aa=10
L
ety
ELEEREEEE
i
&
e
© UNED

SoLucion

Se transforma la fuente de corriente real en fuente de tensién real, con lo que el circuito equi-
valente queda:

E = —aksiy,
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Ejercicio 3.2

Eq+ 1Ry
(=)
| /|
_|,_
| @ R, Il R,
J v R,

@

Eyy= —aRsiy

Las ecuaciones de mallas resultantes son:

—Roi; + (Ry + Ry + Ry

— Ry + (Ry + Rs + Ro)iyy = aRsipy

Se modifica la altima ecuacion:

(R, + Ry, — Kol
= Rai; + (R, + Ry + Ryiy — Ryiy,

© UNED

=E,
= .E 2 + I::’JR.:'

g
=0

Sustituyendo los valores de todos los pardmetros:
E”Ilr - 2!'-”' = ﬁ‘
_21.” - 6!—’]’” - ﬂ
La solucién de estas ecuaciones es:
i;=2 A,

i'H=3A. .E‘H_fz_lA

De aqui se obtienen las tensiones y corrientes por aplicacion de las leyes de Kirchhoff:

12v

O e W ¢
—_— 1A U | A
. RV
w(—. ”T 20 zvl 2:&“
— 8V
e
- - 1
- - !
1. 3A 4A g J_
wl 10 10 Tw
b
=/
10V
El balance de potencias sera:
TP =54W EP,=54W
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Método de nudos

Para resolver un circuito por el método de nudos se debe resolver el siguiente sistema de

ecuaciones:
r3:|1.| a2 " Buln iy I
a2t En22 0 Eoow U I,
_grrrr.l grm,l T H.q.-.a_.q_l | M. ] In _
G- [u] = []]

[G] es la matriz de conductancias nodales. Sus términos tienen el siguiente valor:

Bnii — E .EL_,'
i

gm',jz _gr'_.u “:}E;}

donde g es la conductancia de la rama que une los nudos i y J.

[1] es el vector de tensiones de nudo, esto es, las diferencias entre la tension de un nudo ¥
la de un nudo cualquiera del circuito, que se escoge como nudo de referencia.

[7] es el vector de corrientes de nudo, que estd formado por las corrientes entrantes en un
nudo provenientes de fuentes de corriente. Cada uno de los elementos se forma de la siguien-

te manera;
g
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Ejercicio 3.3

Efectuar el andlisis por nudos del circuito de la figura, determinando tension e intensidad Se aplican las ecuaciones del método de nudos, tomando como incégnitas las tensiones en

" en cada elemento, la potencia absorbida por cada resistencia y la cedida por las fugntes. : los nudos A y B con respecto a la referencia, que serd el nudo 0. Las ecuaciones serdn:
i A (1 fiyd ) : 7+ 1
: ; M s s sl |/ PRl T
T N 2 2 10 2
i 1 l |
e B: —cuy -+ |up=2-1
L _ 2 A (2 2) #
: 28
14V Es decir:
A: 1lu, — Suy = 80
SOLUCION 1
Se eliminan del circuito, puesto que no proporcionan ninguna ecuacion mads, la resistencia en B: — 3 Uy +ug =1
serie con la fuente de corriente v la que estd en paralelo con la fuente de tensién. Esta dltima
queda, tras esta operacion, en serie con una resistencia, por lo que se puede convertir en una La solucién del sistema es
fuente real de corriente equivalente, operacion necesaria para la aplicacion del método de nu-
u, =10V ug =6V

dos. Tras estas transformaciones, el circuito equivalente que resulta es:

I A
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Ejercicio 3.3

A partir de la tension en estos nudos, y mediante la aplicacion de las leyes de Kirchhoff,

se obtienen las restantes tensiones y corrientes.

Se realiza el balance de potencias consumidas y generadas.

Potencias consumidas en las resistencias
TP.=72+202+1710+27.2+ 3.2+ 2° 1 =146 W
Poiencias generadas por las fuentes

IP,=14:-94+4.1+8.2=146 W

© UNED
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Tema 4

Asociaciones de dipolos
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Asoclaciones de elementos

* Asociacion de fuentes ideales

Fuentes de tensidn en serie:

f"l"l",f — f| E"E + - | Frr
) 4 + i €. + Eoy +
Figura 1.14.
Fuentes de corriente en paralelo:
!f”_-ij_!"\+' +.II",
C
A |
‘.I ‘EZ_ T { f:r I ":l.'ql
.
B
Figura 1.15.
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Asoclaciones de elementos

» Asociaciones de resistencias
Asociacion en serie:

Un conjunto de resistencias estin asociadas en serie cuando por ellas circula la misma co-
rriente, tal como se muestra en la Figura 1.16.

R, =R, +R,+ -

i 2

+ RH

; R s R,
e T L B .
—_— — |

* L u,
—_— i
i)
ay b
Figura 1.16.

Conductancia equivalente de un conjunto de resistencias en serie:

_'l = : + : + + :
Gc’:..' (;I GJ h {—;”

Si se quiere conocer la tensién en la resistencia k, esta sera:
I R."c

—_—— e = — U
RI.+R2+'"+R" R!+R:+IH+RH

H;_.: R.‘:-';:Rk.

Un conjunto de resistencias en serie se denomina divisor de tension.

© UNED

Asociacion en paralelo. Divisor de corriente:

Un conjunto de resistencias estin asociadas en paralelo cuando todas ellas estin sometidas
a la misma tensién, tal como se muestra en la Figura 1.17.

LI I
R. R, R R,

i

k.

al [4)]

Figura 1.17.
La corriente que circula por la resistencia k es:

u R,

- —— ———————— . |

Eﬁ:—_
1 |
Y RtRT R
1 2 "

En funcion de las conductancias, se obtiene las siguientes expresiones:

G =G|+f.i:2+'+G“

i Gy

=G = §—_— — = — ——1
= Geu =Gy G, +G +-+G, G+G+ - +G,

e

Un conjunto de resistencias en paralelo se denomina divisor de corriente.
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Asoclaciones de elementos

e Transformaciones triangulo-estrella y estrella-triangulo

a} Configuracion en estrella.

© UNED

Rn’ﬂ

o
R ab

b —
Rbc

b) Configuracitn en triangulo.

Figura 1.18.

Transformacion triangulo-estrella

Rﬂb ’ Rf'u
R” __  —wk e
Rr].") + R.f.h:' + Rr ol
R,.- R,
Rj; — [ L]
Rr}h l 'ﬁ'lhr' f H{'u

B R, R
‘ R.:!.‘r + Rﬁ:‘ + Rm
Transformacion estrella-tridangulo

R,=R,+R,+ "

R.E.

R, =R, + R, + R

RH
R =R +R lfi‘ﬂﬁz-

il & [3 Rb
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Ejercicio 4.1

Hallar la ,corrierbte en cada resistencia del circuito de la figura. - o | Al aplicar la férmula del divisor de corriente se obtienen las corrientes por cada una de las
: . - - ; | ramas:
Pl 3 :
s e o T : S |
: 1 | - - ATtk !
i i S . [ = 2 13 6 A
<-+ : FEE D ' : | l+l+|'5—5
gy L 20 : : : 23 4
| ) : . _3? 40 T : 2 3 4
1 {5 : Iy |
/= 3 13 4 A
11 15 5
- a 2 + 3 + 4
Sorucion 2 3 4
La resistencia equivalente a la asociacion de las tres que estdn en paralelo es: 1
] 12 I = 4 133
R, = — -0 R A
1 N l . l 13 —+ -+
2 3 4 P
La corriente resultante serd:
P 5 13 A
125
1 +—
13
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Ejercicio 4.2

La configuracién dibujada en la figura recibe el nombre de «puente». Se dice que un puen-

te estd equilibrado cuando la intensidad que circula por R vale (. Hallar la miaclén que
deben de cumplir R, R,, Ry y R, para que el puente esté equilibrado.

SoLucion

Cuando la corriente por la resistenca R es nula, la tensién entre sus terminales también lo
es, por lo que:
;= U

iy = My

© UNED

Ademis. puesto que la corriente que circula por R es nula. la corriente que circula por R, es
la misma que la que circula por R,. Lo mismo sucede con las corrientes que circulan por R, y
R;. Por tanto, R, y R, forman un divisor de tensién, y R, y R, forman otro. Esto permite
expresar las tensiones u, y u» como

R

W =1
' R +R,

R,
U = — i
SR+ R,

| Se igualan ambas expresiones, obteniéndose que:

R, R,
R, + R, R,+R;
Lo que implica que
R\R; = R3Ry
Del mismo modo:
Rs
My = —""—H
YR Ry
Ry
Uy =————u
R, + R,
Y se llega a la misma conclusién:
R\R; = R-R,

Esta es la relacion que tienen que guardar entre si las resistencias para que la corriente circu-
lante por R sea nula,
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Ejercicio 4.3

Dado el circuito de la figura se pide: SOLUCION

1. Simplificar el circuito con una transfﬂmmﬁn tridngulo-estrella en el m&ingu!n BCD y 1. La transformacidn tridgngulo-estrella en el triangulo BCD da una resistencia equivalente

S bl e B e i ma]l;ts en cada rama de la estrella de valor 1 Q (Rr

Ra .
= — |, como indica la figura:

2. Calcular las tensiones e mtensrdadﬂs de las ramas del cm:-ulto {rngmal Realizar el ba-
lance de potencias. _ SR
) D

Las ecuaciones de cada malla son:
L 2+2+1+14—-(02+ Di,=6l
I =2+ Di+@+1+1+2i,=10
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Ejercicio 4.3

SoLucién
1. La transformacidn tridgngulo-estrella en el triangulo BCD da una resistencia equivalente

R
en cada rama de la estrella de valor 1 Q (Rr = Tﬁ) como indica la figura:

1MV
202 +
E I: TN F
e
C v
C) [ €2 I
6f,
i D
[ 4 10
B

Las ecuaciones de cada malla son:
I =2+ Di+@+1+1+2i,=10

© UNED

Pero la intensidad I, se puede poner en funcién de las intensidades de malla como
I, = i, = iy. Por tanto al sustituir este valor se tiene:

ﬁi‘r - 3!}, = {}[’jf - f-”'}
_31:‘: + 61'.“ = ].ﬁ
La solucidn de este sistema es:

iy=0A  i=-10/3A I =—10/3 A

2. Cailculo de las tensiones (partiendo de la estrella):

ey = 1-G, — i) + 14, =2-(—10/3) = —20/3 V
ps = 1eiy+ 1:5,=1:(=10/3)= — 103 V
ep=1-(; — i) — 1oiy=1-(—10/3) = —10/3 V
Upe =21, =2-(—10/3)= —20/3 V

pp =2y =0V

gy =2, =2:(—10/3) = =203V
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Ejercicio 4.3

Calculo de las intensidades:

20
E | Ihe=1=-103A
fap =1iy=0A
o C)ﬁ ige = 1= —10/3 A
| Y e = Ueg/3 =(—20/3)/3= —-20/9 A
’ 1 fep = Uep/3 = (—10/3)/3= —10/9 A
Igp = Upp/3 = -upg/3 = —(—10/3)/3=10/9 A

Las tensiones y corrientes del diagrama original se muestran en la figura:

2. Cailculo de las tensiones (partiendo de la estrella):

10 +
ueg = 1-(; — i)+ 10, =2-(— iﬂf3}= —20/3V —1 ] A — DA
0/ 203 V f'j—

upg = lrig+ 1-i;,=1:(—10/3) = 03V % N
uep = V-G — i) — Loiy=1.(—10/3) = - 103V —H3 AL 20/3 ‘I.-’T 29 . 20 l
o e
upg = 205, = 2:(=10/3) = =203 V 2003 "'IT :3 2 s VT e

K004 B

8 EU.-T‘JH'E
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Ejercicio 4.3

Las tensiones y corrientes del diagrama original se muestran en la figura: Potencias consumidas por las resistencias
Yo 0v, ZP.=20/3-10/3 + 20/3-10/3 + 10/3- 10/9 + 20/3-20/9 + 10/3-10/9 =
_: A — 0 A = 200/9 + 200/9 + 100/27 + 400/27 + 100,27 = 1800,/27 = 200/3 W
<= b
2003V Y se cumple que:
1034k - ”T 20 o lﬂ v SP =3P
{ 30 '
-0V / :
O
. —
103 W
203 \.IT Ja 103 vT 3
Tzn.*a A |
B 10/9 A

Balance de potencias:
Potencias generadas por las fuentes

P, = —20-(—10/3)+ 10-0 = 200/3 W
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‘eorema de Superposicion. Linealidad
Teorema de sustitucion

» Teorema de superposicion. Linealidad

1. La respuesta de un circuito lineal a varias fuentes de excitacion actuando simultinea-
mente es 1gual a la suma de las respuestas que se tendrian cuando actuase cada una
de ellas por separado (principio de superposicidn),

2. 51 todas las excitaciones de un circuito lineal se multiplican por una constante, todas
las respuestas de dicho circuito vienen multiplicadas por esa misma constante.

e Teorema de sustitucion

51 en un circuito se sustituye un elemento cualgquiera por una fuente de corriente del valor de
la corriente circulante en la rama, las magnitudes del circuito no varian. Lo mismo sucede si
se sustituye el elemento por una fuente de tension del valor de la tension en bornes de este
elemento.
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Ejercicio 5.1

‘Hallar Ia_ tarnsmn itg €n el c:rcum dela ﬁ'guta Sid y a,_ pasan a valer BA y 3 IV respecti-f

vamnntﬁ """ ic uﬁntn::n Vale u.;,'?

SoLUCION

Se aplica superposicion. En primer lugar, se obtiene el valor de la tensidén i, cuando sélo

actia la fuente de corriente, uy,
i Q]:j i lj

© UNED

A continuacién, se obtiene la tension cuando sélo actia la fuente de tension, uy.

|

182

3.1
o+l 3
0= 3.1 ffz:ﬁé’z

341

La tension u, serd la suma de ambas tensiones, u, v u:

£ + L (} r _I_ 3
g =y tuy=—i, + —e

U T TR
A continuacion, se particularizan los resultados para los valores indicados de fuente de ten-
si0n ¥ corriente:

W =4A ; e=5V Cars=Tv
g P Tt T
| 6 357
h=8A ; e&=3V wu=—8+—-3=—YV

11 11 11
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Ejercicio 5.2

I-Iallar le' aplicacién del teorema dﬁ: superpusmlén la lﬂbEﬂSidﬂd i del cﬂ‘cultﬂdﬂlﬂ. ﬁgura. Valor de i cuando sélo actia e,:
e i R| - E‘ZR|
F = " ==
YR, + R,

Valor de i cuando sélo actda i;. Se aplica la férmula del divisor de corriente:

|
R, . R R,
I = Iy =
SOLUCION I . 1 . 1" RR, + RRy + RR,
RI HJ‘. R";

Valor de i cuando sélo actda e,. Se aplica la térmula del divisor de tension:
El valor final de Ia corriente es la suma de las tres componentes:
€ Ry e R5

Rzﬁj RE + R_-; R|RE + R|R3 + RERE’- E]R'_!, - flR; + RER:ijl

R, + i=i+i i =
Ry + R; RiRy + RiR3 + RoRy
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Teorema de Thévenin

Teorema de Thévenin

Sea una carga conectada a un dipolo. La carga no estd acoplada con el dipolo a través de
fuentes dependientes, y el dipolo sélo contiene resistencias lineales y fuentes dependientes e
independientes. Pues bien, dicho dipolo se puede representar como una fuente de tensidn y
una resistencia en serie con ella. El valor de la fuente es la tension a circuito abierto del dipo-
lo entre los terminales, en tanto que la resistencia es la resistencia de entrada del dipolo con
todas las fuentes independientes anuladas

Equivalente Thévenin.
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Ejercicio 5.3

Determinar la intensidad iR por aplicacién del teorema de Thévenin. e SOLUCION

R et %o : e ; Tension a circuito abierto, esto es, suponiendo desconectada la resistencia R.

“n{R] + R_}_ B R_-_]__”.ﬁ} = E|R4lﬁfj."

~RRpi, |

!if}:}?—— —
1 PRy — Ryufp ‘
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Ejercicio 5.3

Resistencia Thévenin. Para obtenerla se anulan todas las fuentes independientes, v se co-
necta entre los terminales A v B una fuente con un valor generico u,. Se obtiene el valor de Ia

corriente i, que produce esta fuente en funcién del pardmetro u,. En este problema, el circuito
resultante seria el siguiente:

Ry .
|' I
IR ,
Ry e Q Ry [] u bt
, i, . i,
I, = - B j=— -2
TR R, + R,

. 1 P
= —— ———
’ R4 RJ + R:)

La resistencia Thévenin es el cociente entre u, ¢ {,. Se puede definir como la tension que
suministraria una fuente de corriente de | A de valor en el circuito estudiado, pero pasivo (sin
fuentes independientes). En este caso:

R(R, Ry
RI + R1 - _BHRJ_

i, 1
Ry== =

i 1 ﬁ’ﬁ

Ry, R +Rq

© UNED

Aungue no es necesario, se va a obtener el valor de la corriente de cortocircuito con el fin
de verificar si los cdlculos previos son correctos. El que coincidan los dos resultados, es una
condicién necesaria, no suficiente, para que los célculos sean correctos.

Para hallar la corriente de cortocircuito, es necesario sustituir la resistencia R por una re-
sistencia nula, o cortocircuito. El circuito resultante serd:

iy
|

l gi R4 |: i ¥ic

y el valor de la corriente de cortocircuito 7. serd, aplicando la formula del divisor de inten-
sidad,

_ 'Rl .
e = ]B Rl + R, Iy
Comprobacion:
—R R4ﬁr -
R, = bty R| + Rv R4;!ﬁ _ Ry R, + R3)
", - PRy R, + Ry — R,uf
— i
R/ +R, ¢
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Ejercicio 5.3

Una vez obtenido el equivalente Thévenin, se puede sustituir todo el circuito al que esta
conectada la resistencia R, puesto que la relacién entre tensién y corriente del circuito y su
equivalente es la misma. Esto hace que el circuito se pueda dibujar de la forma siguiente:

R ih i I

+

Er.l'r C) u ®

En este caso, la corriente que circula por la resistencia serd:

jo s Erh
¥ R+R,
Y st se sustituyen los valores, el resultado es:
| l
_Rl.R__q_j@

= — | -
"R F RY(R + Ry) — uPRaR *
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Ejercicio 5.4

: : . S : inales A
Hallar el equivalente Thévenin del circuito dt‘: la figura con r&spe:cm a los termi y Resistencia Thévenin, R,

B (x> 0). . . ) . :
. : i : Se anulan las fuentes independientes del circuito, y se conecta entre los terminales A y B
iy E S e : una fuente con un valor genérico u,. El circuito resultante se muestra a continuacion.
!: * iy &,
: T : }
iy h : i —
; 3 + +
i i TS iy u
B A
SOLUCION B
Tension a circuito abierto, uy: - : : :
‘ u, = Roi, + Ryi, —oi, = (R, + R, — )i,
iy Ry u
4."'2—‘ R; Rm:__r—RE_FRz_Cf
l A I,

I Iy
el 4

— B

Por la resistencia R, no circula corriente al estar abierto el circuito y, por tanto.

HU‘ — _RﬂlA + 111._-1 = {?-' - R|}f.ﬂ - [-T - Rl}f
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Ejercicio 5.4

Corriente de cortocircuito, i

+
!
iy ()

Por la primera ley de Kirchhoff:

!(‘(':{f'l_]

Por la segunda ley de Kirchhoff:
wiy = iR, + i R,

© UNED

(2)

=1

Se despeja i, de (1) y se sustituye en (2):

(¢ — R, + 1) = iR,
(2 — R = (R, + Ry — a)i

o

La corriente de cortocircuito es, por tanto:

x— R,
i, = — !
R| +R‘E - X
Comprobacion:
Hpy (o RJJ.‘I
Ry=—=——"—""=R +R, ~ «
" (= RI TRy o
Rl + Rz -
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Teorema de Norton

Teorema de Norton

Sea una carga conectada a un dipolo. La carga no esti acoplada con el dipolo a través de
fuentes dependientes, y el dipolo no contiene mds que resistencias lineales y fuentes depen-
dientes e independientes. Pues bien, dicho dipolo se puede representar como una fuente de
corriente y una resistencia en paralelo con ella. El valor de la fuente es la corriente que circu-
la entre los terminales del dipolo cuando €éstos estin en cortocircuito, en tanto que la resisten-
cia es la resistencia de entrada del dipolo con todas las fuentes independientes anuladas.

i

-
F

Equivalente Norton.
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Ejercicio 5.5

Hallar por aplicacion del teorema de Norton la intensidad i del circuito de la figura.

SOLUCION

Se trata de hallar el quivalente Norton del circuito visto desde R,, es decir:

© UNED

De esta forma se tiene un divisor de corriente, y la corriente que circula por la resistencia
Ry es:
Ry

="
Ry+R, "

Cilculo de la corriente de cortocircuito i

La fuente de corriente ideal en paralelo con la resistencia R; se puede transformar a una
fuente de tension ideal en serie con una resistencia:

+ H_-.,
) = oG
11/'—\
\_/
&y Rqiy = ea
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Ejercicio 5.5

R, El equivalente buscado se muestra en la figura, y la corriente que circula por la resistencia
L R, es:
+ R, R\R,
€ C) ‘.(:' . . ;‘k‘, £: Rf‘-' i— R| + R] .£’|RJ - {JER| + fI|R'|R'g _ E"|R_; - f3R| + E]R|R_q
Ri\f + R-’: o RIR:" R|Rq Hiﬁ_—[ + R:R] <+ R]R_;
R ' - —— + R, '
1!/'_'\ Rl R1 + R} 2
£ — -
La intensidad de cortocircuito es:
r i Ry R’
. €| + Riii —ex ey e &Ry — &R + 1R \R,
o=+t —————=——— 4§ = —
R, R, R, Ry ' R\R, i

Cilculo de la resistencia Norton:

Como comprobacion se calcula la tensidn a circuito abierto. Para ello se toma el circuito
equivalente mostrado a continuacion:

I—I/
| D W | e
T iy Hyy
) iRy = ea
Para hallar la resistencia Norton se anulan las fuentes de tensidn y de corriente, siendo el ,
L

circuito resultante el que se muestra en la figura. La resistencia equivalente es el paralelo
entre R, y Ry

_ RyR,
TR+ R,
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Ejercicio 5.5

T * iy

€] iRy = s

Se transforman las fuentes de tension reales a fuentes de corriente:

Agrupando las fuentes de corriente por un lado y las resistencias por otro, se obtiene el equi-

valente Norton buscado:
- ey RyRy
& = s T
iR e R+ R,
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FOrmula de Millmann

Esta formula es aplicable a un circuito como el de la Figura 1.21.

Gy, + Galtyy + oo F Gy,
Uy = o H
Al GI+G?+"'+GM

g

Figura 1.21.
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Magnitudes caracteristicas de una onda sinusoidal

e
gl:,tﬂ = ‘4Fl SEI][_D..-'t + IL:I:J".]'\:I
los valores que la definen son:

» Pulsacion (w), frecuencia ( f) y periodo (T') — w=2nf = 7
s Valor méximo o amplitud — G, = A,
= Angulo de fase inicial o desfase inicial — Do
n Valor medio - Goed = 0

. _ . L 2 A
» Valor medio absoluto o rectificado — Goedr =

i

T "‘4'”1

n Valor eficaz - G =

Factor de cresta - F_ =42

F—__
2v/2

Factor de forma —
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Magnitudes caracteristicas de una onda sinusoidal

Valor maximo. (,,, también denominado valor de pico o valor de cresta, es el valor ins
tantaneo maximo que alcanza la senal en el periodo; si éste valor es distinto al del valor
absoluto del valor instantaneo minimo, entonces se distinguen ambos v se habla del valor de
pico maximo G, v del valor de pico minimo G,

Valor medio. Es el valor medio integral de la senal g(t) a lo largo de un periodo:

] i-c.-l-'T
Gnicd = 7 f G{t) di (‘36)
T/,

Las sefiales periadicas que tienen valor medio nulo se denominan alternas (dada su impor-
tancia, sus valores se estudian de forma particular méas adelante) y para ellas el valor medio
se define para el valor absoluto de la senal, por lo que se denomina valor medio absoluto
o valor rectificado:

a4
=1
L—

1 to+T
Goear =7 [ latold G

to

Si la forma de onda es simétrica respecto al eje de abceisas, lo que se denomina simetria de
semionda (lo que ocurre, por ejemplo, en las funciones seno o coseno), el valor medio absoluto
se caleula mediante la ecuacion general (5.6) aplicada sobre medio periodo, coneretamente
sobre la semionda positiva:

2 i-u-l-'-f_,nz
Goedr = = f g(t)dt (5.8
edr = 7 ; () )

© UNED

Valor eficaz. Se define como la raiz cuadrada del valor medio integral del cuadrado de la funcion

g(t) a lo largo de un periodo:
1 !.D—FT
G = T f g(t)2dt (5.9)
tg

Factor de cresta. Se define como el cociente entre el maximo valor absoluto v el valor eficaz:

Gﬂl
Fm. - G (5 10)
Factor de forma. Se define como el cociente entre el valor eficaz v el valor medio:
G
F= 5.11
Gmcd [:d )
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Ejercicio 6.1

Calcular el valor eficaz, el valor medio, el factor de cresta y el factor de forma de cada una de
las tres senales alternas de la figura 5.2, considenado que la amplitud de las tres es la misma, A,,.

Am/\ . Am—- Am -
TV /\\/”
-An An Tl
(@) (b) (c)
Figura 5.2

(a) La funcién alterna cuadrada (figura 5.2.a) puede expresarse matematicamente como:

© UNED

Su valor medio es 0, va que se trata de una onda alterna (lo que se comprueba facilmente
aplicando la expresion (5.6)), por lo que el valor que se pide es, en realidad, el valor medio absoluto
o valor medio rectificado. Como la funcién tiene simetria de semionda, se aplica la expresion (5.8):

G 2 [ = 2"~
med,r — T Am t:_[* mt] = fm
dr =T f{, T 0

En cuanto a su valor eficaz, como la funcion tiene simetria de media onda, la aplicacion de la

expresion (5.9) es:
1 T 9 T/2
7y = — .2 = — £)2
=17 f glepdt = [ = f olty2dt

Con lo que el valor eficaz es:

9 [T/2 2 /2
Z A2 df — | = [_42 f:] _
T fﬁ m T L7,

Con estos valores, el factor de cresta (ecuacion (5.10
de la onda alterna cuadrada son:

1) v el factor de forma (ecuacién (5.11))
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Ejercicio 6.1

Calcular el valor eficaz, el valor medio, el factor de cresta y el factor de forma de cada una de
las tres senales alternas de la figura 5.2, considenado que la amplitud de las tres es la misma, A,,.

Para calcular el valor medio rectificado, calculamos antes la integral definida:
ALT —  An Al

T/2 T /4 _lA_n T[2 44
gt)dt:f : ‘tdt+f "t + 24, | dt
| f;swa= [ =g [
/\ donde:
51 ] I5 1 5t
T/ 4 A, 2A,, 0T A,
A Al X/ \/ Al \ \/ ﬂ Tt =[] =T

(@) (b) (c) Al BTV I [ 24m 5 o 4 f} 2 An
™ Ean j}j‘f"-‘l - T -+ A L T Tedmt T/4 N 2

(b) La funcién alterna triangular (figura 5.2.b) puede expresarse matematicamente como:
Con lo que el valor medio rectificado es:

e 0<r<g o [T 2 (4. T AT\ A
T B B I med.r — T f A = = L _m — _m
Coeir =7 [ att)i T(8+8) -
- 4 A, T 3T ) , . - -
glt)= ¢ _— = 42 A, i Para calcular el valor eficaz, de la misma forma calculamos antes la integral definida:
14— — 4
T2 T4 4 .-4_,.] 2 T/2 4A 2
1A, 3T 2 g — 4 _ _Zm
7t —44n — <t<T ﬁ g(t)”dt _ﬁ ( 7 t) dHAM ( T t+2_4m) dt
\
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Ejercicio 6.1

donde:

>

) 16 A2 T/+ A2
t] dt= [ o tE] = =T
) 372 " o 12

T (4 A,
L=

2
Tzl 44, 1642 . 8AZ , Tz AL
f T "iy0a, d::[ oy +4Amt} _Im

- T 377 T T 12

Con lo que el valor eficaz es:

2 (T2 2 (AZT ALT\ A
G_\/ch- g(t)*dt JT(—IZ +—12) 7

Con estos valores, el factor de cresta (ecnacion (5.10)) y el factor de forma (ecuacion (5.11))
de la onda alterna triangular son:

G y
Fﬂa — e _ 4‘713

Ay o G ANE 2
G _-dmf{ﬁ_ : B Gmod:?' B *qug B ‘\./3

© UNED

Calcular el valor eficaz, el valor medio, el factor de cresta y el factor de forma de cada una de
las tres senales alternas de la figura 5.2, considenado que la amplitud de las tres es la misma, A,,.

Am/\ . Am—- Am -
TV /\\/”
-Am An Tl
(@) (b) (c)
Figura 5.2

(¢) Por ultimo, para la funcién seno (figura 5.2.c):

g(t) = Am senwt

Su valor medio (su valor medio absoluto o rectificado es):

A, coswt ]'W 2

9 [T/2 | 5
Gmcd’..r = T fﬁ A Scn(:.,;t.) dt = T [_

W 0 m
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Ejercicio 6.1

Para calcular el valor eficaz, calculamos antes la integral definida:

T2 T/2 5 iz 11— cos2wt
f g(t)y"dt = f (A senwt)” dt = f A | —— | dt
0 0 0 2
) [t sen 2 wi ]Tfﬂ AT
“mly 4w Lo T4

Con lo que el valor eficaz de la onda senoidal es:

ff” " 2 4331“ A,

Con estos valores, el factor de cresta (ecuacion (5.10)) v el factor de forma (ecuacion (5.11))
de la onda senoidal son:

© UNED

Tabla 5.1. Valores caracteristicos de las formas de onda alterna basicas

(Para A, =1) Onda cuadrada Onda triangular  Onda senocidal
Valor medio ()absoluto): 1 5 0,6366
Valor eficaz: 1 5774 0,7071
Factor de cresta: 1 1,7321 1,4142
Factor de forma: 1 1,1547 1,1107
Gi".li- 1 & -u'll D
g, Gm A 5 gl Am/V2

G’Imgd-, 2 quil

G A2 242

En la tabla 5.1 se resumen los valores caracteristicos obtenidos de las tres ondas alternas para
una amplitud A4,, igual a 1.
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Elementos pasivos del circuito en corriente alterna

+ Condensador

+ Resistencia
U=R-1 1= v I=joCU
R | .
I = wCU = 5
{7 2
== =10
R
Diagrama vectorial de tensién e intensidad: ~agrama vectorial de tension e intensidad:
Im 14
L
> —»
| Re
]
—»
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Elementos pasivos del circuito en corriente alterna

» Bobinas acopladas

* Bobina
U = jwil
U= wll 0= -
2 U, U,
Jiagrama vectorial:
L
>
Figura 2.5,
Uy, = jwl, -1, + jooM -1,
v :
! U. = joM-T, + jwl, -1,
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Elementos pasivos del circuito en corriente alterna

* Impedancia

En general:

U=Z7Z-1
L =R+j-X
Z impedancia del circuito (£))
R resistencia del circuito (£2)
X reactancia ()
=R +X
Tridngulo de impedancias:
z
7
X w
P
R
R

© UNED

¢« Admitancia Y

| R? X

=G—|— '.Bz — —_ I'_'-_I"_' 5
PRy ix BR+x TRY¥X

{s conductancia (S)
B susceptancia (S)
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Elementos pasivos del circuito en corriente alterna

+ Transformador ideal. Adaptacion de impedancias

U,

Figura 2.7.

El cociente entre la tension y la corriente en el primario del transformador seri:

Ul_ﬂ‘U;:_l_ :UE_ EZ
1, YL 47

* - r r - - *
L, = a'Z,. Es la impedancia referida al primario.
Mediante un transformador ideal se pueden transformar las impedancias en otras de distin
to valor. Este proceso se denomina adapiacion de impedancias.
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Circuito serie RLC

E- _:_circuitu como el representado en la Figura 2.8, del que se desea conocer sus tensiones donde E = E/0 . La impedancia del circuito es:
* .. mentes en régimen estacionario sinusoidal, - . N
i . . o
L=R+jX=R+juL— |- =7/
T
e(r) I
— —] .l fal. - ?
. / e
Z= [R"+ (mL - ( = arctg -
v . i - R
Figura 2.8. ) .
9 El valor de la corriente es:
E E
[=—=—no

Z . I

. ' . R+ ! o, — —

se obtiene el circuito equivalente en alterna: wC

. E
1 R il I = 7 0= —p
| + Up Ur
F T
I l
Figura 2.9,
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Circuito serie RLC

Las tensiones en cada uno de los elementos son:

R
U,=R.1= T E
R+ (f-‘JL —)
i
ool
U, = jwL 1= L 1~ E
R +j(m.-'_ - - )
o
|
I
1 il
v=-jy —I1=-
“ / e v ] ) E
R +_;(mL - —
il

. En este circuito se pueden distinguir dos casos, y en cada uno de los cuales se presenta o
diagrama vectorial:

© UNED

|
® il = —— (reactancia inductiva)
]

o =) = —p=10

En este caso, la corriente estd retrasada con respecto a la tension de la fuente,

Im
X

L}.:—;’Hf’m(.'j'l

E
Re
X,
Figura 2.10.
1 . -
o ol < - C (reactancia capacitiva) =10 0=-—p=10
(0 :

En este caso, la corriente estd adelantada con respecto a la tensién de la fuente.

R
Iim Upg=H1 i
U, =—j (HwC)1 X
z
Lln'. =jml.-1 X,

Figura 2.11.
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Ejercicio 6.2

En el circuito de la ﬁgura caleilese en médulo y argmnenm el valor de la fuente de ted
E, tomando como origen de fases la corriente L (Se mseja {hbujar el dmgrama w:cﬁd

20V, U.;—SDV

Datos: UR = 10 V UL

AT ki eyl ok e e e L

© UNED

SOLUCION
Se aplica la segunda ley de Kirchhoff, segin la cual: E = Ug + U, + U
Y el diagrama vectorial:

E

La relacién entre los madulos de estas tensiones es, segtn el diagrama:

E=JU2+ (Uc— Uy =10+ 10° =102V E=10,/2/-45V
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Ejercicio 6.3

En el circuito de la figura, calcilese la intensidad instantdnea i(r) que en el régimen
tacionario circula por la resistencia de 1 (L

i R=10 e
e SIS |
+ A
L=10 mH i
LT @
fg=2l]sen20£}_r

;= 10 cos 100+

SOLUCION

En la resolucién de este circuito no se pueden utilizar directamente los métodos de alterna,
puesto que las fuentes del mismo son de frecuencias diferentes. No obstante, y dado que el
circuito es lineal, se puede aplicar el principio de superposicién. Por tanto, la corriente bus-
cada serd la suma de dos corrientes:

i=i+i

-onde i es la corriente que circula cuando sélo actia la fuente de tension, e i es la corriente
<ue circula cuando sélo actda la fuente de corriente. Puesto que en cada uno de los circuitos
zuxiliares sélo hay una fuente, si que se podrin usar en cada uno de ellos los fasores,

Por otra parte, la corriente que circula por ¢l condensador estd impuesta por la fuente de
-orriente, luego, para calcular las corrientes i e i este condensador se puede eliminar porque
T aporta ninguna informacion.

© UNED

N R=18 C=5uF iy R=19Q C=5ufF
! [ ]
1
L=10mH L=10mH T iy
g
€, =10 cos 100¢ iy =20 sen 200
E 10 = JuL i2
P R l'.lr N — 4= _2[}

CRAjenl T 142

I" = _8{2 _” =5 V-“Eg—ﬂ.BSH

a R +j(u|1; - l_'i i

I'=501-j)=5/2 /4

Una vez obtenidas las corrientes en cada circuito auxiliar, hay que obtener la expresién
=mporal de las mismas con el fin de poder aplicar superposicion:

(1) = 5./2cos (1001 — n/d) ") = § /55en (200r — 0,857)

(1) = i) + (1) = 5./2cos (100 — 7/4) + 8 /5 sen (200¢ — 0.857)
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Ejercicio 6.4

‘En la figura se muestra la tension aplicada y la corriente circulante por una impedani
7. Determinense los valores de las partes real e imaginaria de Z, ‘indicando el signo'

Qato 6= 8w

144V

© UNED

SoLUCION

Las expresiones de corriente y tensién, deducidas a partir del oscilograma son:

14,14 o . ]
=—=/0" (V) (que se toma, arbitrariamente, como origen de fases).
W
11,08
I=—=/ 127 (A)
v

El dngulo se ha obtenido a partir del tiempo de retraso de una onda respecto a otra:

o .. 8
a=—-360°=—.360° = 72°
T 40

Una vez conocidas tensién y corriente, la impedancia se calcula como cocienie eu
ambas:

414
o T A
u 2 .
7 = = = 1276/72° = 0,394 + j1,214 (Q)
18
\“;2

Se puede observar en el oscilograma que i(z) estd retrasada con respecto a u(r).

Analisis de circuitos en régimen estacionario senoidal | Pagina 94



Ejercicio 6.5

En el cm::mtn de la ﬁgura el amperimetro marca 4AyZ =3+j4 Se sabe ademds q
Z, es puramante Capﬂcuwa y que Z, es de cardcter inductivo, con el mismo. valor en.
parte tesistiva que en su parte reactiva. El conjunto formado por Z, y. Z; en pamlelu

purameme resistivo, con una impedancia de valor 5 €. Sc p:de sl Led
leﬁ]ese el dlagrama vectorial de intensidaies. ; :
2 El valor dﬁ las tmpedmw;as complejas Z, y Za.

3 El valm' dc la fuemc de tensidn.

© UNED

S OLUCION

1. La resolucion de este problema es mds sencilla si se traza el diagrama vectorial de acuer-
- con las condiciones del enunciado. Se toma como origen de fases, por comodidad, la ten-
on U, puesto que hay dos elementos en paralelo.

Si se aplica la primera ley de Kirchhoff I, + I; = I,. Por otra parte, segtin el enunciado,
s conjunto formado por Z; y Z, es puramente resistivo, luego I, = 4 (pues es la lectura del
~mperimetro).

.-'

Las otras dos corrientes vienen dadas, puesto que los desfases relativos estin impuestos
~or las lmpadanuas. (I, debe estar adelantada 90° respecto a la tension, e I; retrasada 45° res-
“eCto a Ja misma tension) y el hecho de que 1, + I, = I,. Esto permite deducir los valores de
L2t Corrientes.
= por tanto, el de la tension, puesto que se conoce la impedancia paralelo de ambas, en
~ondulo y argumento:

U=21 =54=20
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Ejercicio 6.5

En el cm:ultn g n ﬁgura 4 amperfmatru s N Z' =3 £ sabe ademﬁs 1 2. Las impedancias se obtienen como cociente entre la tensién y las corrientes respectivas.
Z, es puramante Capﬂcuwa y que Z, es de cardcter inductivo, con el mismo. valor en.

parte resistiva que en su parte reactiva. El conjunto formado por Z,y z,} en pamlelu - v ow

purameme resistivo, con una impedancia de valor 5 €. Sc p]de 5o - ; e i
leﬁ]ese el dlagrama vectorial de lﬂtE]‘tSl{iﬂde . = v e ) ) i

2 El valordﬁlasmpedmw;as complejas Z, y Zs. . ._ 2321;24(] _ﬂ__“ .

2
3 El valm' dc la fuemc de tensidn.

3. Y por iltimo la tensién de la fuente, que se halla por aplicacion de la segunda ley de
= rchhoff.
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Ejercicio 6.6

En el circuito de la figura plantear las ecuaciones correspondicntes al andlisis por mallas
en regimen estacionario sinuosidal.

Daros: M|2 =50 |.T.|.H.. M” =10 mH, Mg_; =10 mH

5 cos 100
'
240
| R |
 ERE
L =005H Ly=01H 5|“'IF
2 L,=D01H
2 eos 100¢ 402 [} 5] B
580 +
14,142 sen 100r
_ . limF
s

© UNED

L UCION

== crimer Jugar se obtiene el circuito de alterna.

[4.14 W

>z plantean las ecuaciones por mallas del circuito:

(4 =7+ 5 — @4 — ply + 5k + jIy, = j5hy = 20_.-\;""'2
(4+5+4 10— Iy — (4 — Pl — Skyy — j100,, + jSI, + fI, =0

(2410 = 20y — jI0L,; + 20y — j51 — jky; = 5 \-':2
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Ejercicio 6.6

~ IO

=~ rrimer lugar se obtiene el circuito de alterna.

[4.14 W

>z plantean las ecuaciones por mallas del circuito:

f4 _j + f‘j,:II[ - [4 _f-]I" + j—ﬁ[“ I"jl”l - .-‘I:Sll"f' = 2[}_.'{\_.-";.5
@+ 5400 =Dk — (4~ L~ Skyy — j10L,y + jSI + j1, =0
(5 =2+ Py — Sky + 20y + jL + 1, = 1, = 10

(24410 = Dy — j10Ly + 20y — jSk — Iy = 5 \-'..2

© UNED

Se simplifican estas ecuaciones, llegdndose a:
(4 + I — (4 — jo)ly + jlyy — j5hy = 20//2
— (@ + jo)l; + (9 + j9Ly; — (5 — Hly — j10Ly, =0
= (5 = ply + (5 = My + Iy = j10
—jSky = j10Ty + jly + (2 + j8)Ly = 5/2
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Ejercicio 6.7

: Df:tcunmaf el ﬂquwalente Nm‘tnn del c:tcuiw de la ﬁgum visto desdc los temnnales A y
=50

s -ﬁ'ﬂ-":- :'. '. ol

R ,,.

: =g

3

.I

]

i

l

! Tcdas las ﬁmm:es son senmdaies y df: la misma f[ﬂ:lll:ﬂﬂla A

- Encel cileulo de Ia impedancia eqmvalente su valor puede sallr negalim dﬁhlﬂo a
englﬁba a las fuentes dependientes.

© UNED

SOLUCION
Corriente de cortocircuito

Al cortocircuitar los terminales A y B, la tension U entre esos terminales vale cero y por @
se anula la fuente de tensién de valor 5U, convirtiéndose dicha fuente en otro cortocircs
Por otra parte, la resistencia de valor 1 €, entre A y B, se puede eliminar ya que por ella
circula corriente. El circuito equivalente es:

s -j50

. | A

La corriente de cortocircuito es:
I = —51

(=

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la primera malla:

5/0 = 51
de donde:
I=1A

Y la corriente de cortocircuito es L. = —5.
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Ejercicio 6.7

—redancia Norton equivalente

> anulan las fuentes independientes v se conecta una fuente de tensién U, entre A y B. La
“-=mte real de intensidad se convierte a fuente de tensién y se resuelve por el método de ma-
== buscando la expresién de la corriente I, en funcién de U, pues Z,, = U /1:

I.
— | H <« A

1: 10 +

SI[ = = 5{.],.
I] - IE = - U.t o SI

a1

© UNED

=0 oanto:
5= -5U, (1)
LI =S +1,=51+5U, (2
I, +L,=U_+ 5l (3)

¢ sustituye (1) en (2) v (3):

Ll -j5+1,=0 (29
I+ 1, = —4U, (3")

¢ Zespeja I de (37) y se sustituye en (2°):

13 = _Ir 4Ur

(~T, —4U)(1 = j§) + 1, =0
L(=j5) = =4 - j5)U,

U s

Zy=—=—"" = —02404 + j0.048]
VUL a1 - js) d

Como comprobacidn se calcula la tension a circuito abierto, U, La fuente de corriente
=: e transforma en una fuente de tension y se resuelve por mallas:
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Ejercicio 6.7

—f5 &1

1,

sl
+ Y
i
4ol = 50U, — U, = 4U, (2)
Por otra parte:

© UNED

Al sustituir en esta dltima ecuacion las ecuaciones (1) y (2):
4 4
U[]=_;§[J“—{_5—5U”]l 4+J’5 Up=>5

5
Uu:—l
4+ -
/5

= 1.2019 — 0,2404;

Y la impedancia Norton:

Uy 1.2019 — j0,2404
Zy=1 =~ 5 = —02404 + j0.0481

(A8

El equivalente Norton del circuito se muestra en la figura.

O A

54 ~0,2404 + /0,048 ]
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Ejercicio 6.8

En el circuito de la figura:
1. Calculese el equivalente Thévenin del circuito con respecto a los puntos A y B.

2. Calcilese la comriente I por aplicacion del teorema de Thévenin.

Li=L,=2mH M=1mH R, =20Q R=10Q
E =100/0" Vv w = 1.000 rad/s
I
-
B
E Ly [_ %
.

S UCION
1. En primer lugar, se determina la tensidn a circuito abierto. El circuito resultante serd:

100

© UNED

este circuito se cumple que Uy = U,. Ademds, segun las ecuaciones de las bobinas aco-

- adas

U, =20,

= oo olra parte, en la primera malla se satisface que:

100
2+ 52

=25 — j25 = 35,35/-45" A

E=2I +U =21, + 21, = (2 + I, = I, =

U,=E, = —jI,= 25 - j25 = 3535/ 135" V

A continuacion se obtiene la impedancia Thévenin, para lo cual se hace pasivo el circuito

U, 1,

. ~2 Inserta una fuente de corriente de valor I:

=cuaciones de las bobinas acopladas;
[-:.1' = _-'Ig]a + .IFII
U; = _\f2[| ___lfll.,_
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Ejercicio 6.8

Ademids U, = 2I,, y sustituyendo en la segunda ecuacién: 1,(2 + j2) = —jl,.

Por tanto, si se sustituye el valor de I, en la primera ecuacion, se tiene:

]
U ={;24+ 1.
* ("' 2+j2) '

Y la impedancia Thévenin seri:

1
+ —— =025+ ,1.75=1,77/81.87° Q
2+;2

Con el fin de verificar los resultados, se obtiene la corriente de cortocircuito:

100

© UNED

Planteamiento de las ecuaciones en las bobinas acopladas:

() Uy=-2L— 1, =0 = 1,=-2L=-21,. (3)
(2)y U, =2, + jk;

Por otra parte, aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la primera malla:
(4} U| — E - 21|
51 se igualan las ecuaciones (2) y (4) y se sustituye el valor de I, dado por (3), se tiems

—j2.21, +jI,.=E + 4L,

E
Lo=— =5~ —16+/12=20/143.13° A
—4—j

E
Comprobacion: Z,, = I—fﬁ = 1,77/81,87" Q

2. La corriente I, una vez conocida el equivalente Thévenin del circuito respecto a h:rsJ
minales A y B viene dada por: I

E, _ -25-j25  —25-,25
Z,+R 025+1,75+1 125+ 1,75

= —16.22 + 2,70 = 16,44470.54° A
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Ejercicio 6.9

! En el circuito de la ﬁgura., hallar la intensidad que n::m::u]a pcsr la mupedanma Z = l + ﬁ

] ,;n] Pur aplmamﬁn del teorema de Thévenin.
b} Por aplicacién del teorema de Millman.

l
. |
]

-IZ‘L":‘.I‘.“_JL : : ; ZE—I"—,.I’

© UNED

S OLLCION

En primer lugar se resolverd aplicando el teorema de Thévenin,
Se halla la tension a circuito abierto, para lo que se debe resolver el siguiente circuito,

an'—_]+j ?.2=]—j
r@— .
EJ LI.I f\h/ E;
E\= 100 E,= 10 —a/3

£n vista de la figura anterior, la corriente I viene dada por:

E,—E 10/0 = 10/~ x/3
B 1040 L__‘Sz_’ 3 A
(Z,+Z;) (1+p+(1—-j

~dego la tensién Thévenin (o tensién a circuito abierto) es:

Y A

(1 =10+ (1 + p1o/—m/3
- 5 = 11,83 — j6,83 = 13,66/=30° V
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Ejercicio 6.9

Li=1+j Z,=1-j
r@ >
+ +
E
! LI.I f\'\_/ "E
1!
E\= 100 E,= 10 —a/3

% continuacion se obtiene la impedancia de Thévenin, como la asociacién en paralelo de las
Zos impedancias.

7 - Li-Z, (1+/)0—)
g g T, — =
! /3 2

1 Q

— Intensidad que recorre la impedancia Z es finalmente:

Uy  13.66/=30°

= e T e — v F 0
7,47 1+0+72) 4.82/=75" A

© UNED

b} Aplicando el teorema de Millman:

La tension entre los extremos de la impedancia Z es:

E, E,
_— +
7z, 7,

U= 10 1012

R B P+ 1-j

— = ' = 10,8/-11.56" V
Z, 7. 4, | L, L1,

+ - )
|l +; 1 —jF 1+;2

Y la intensidad que circula por la impedancia:

U 108/ 1156"
AR | + 42

4,82/—75" A
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Ejercicio 6.10

En el circuito de la figura, caleular, en régimen permanenie, la intensidad instantinea SoLucion
que circula por la resistencia R, asi como los valores correspondientes a ¢ =1 ms y 1 =

Aplicando la formula de Millman al circuito de la figura, se calcula la tension U que cae

ok i la resistencia:
e, = 10./25en1.000r, e, =20./25en1.000r, Z;=1+j ~ Zy=1-j R=¥§ E _E 0 20
O - S et A S ATV
I S B
+ — + 1
z, Z
Iq 1 La corriente que circula por la resistencia es, por tanto I, = 10/1 = 10 A.

El valor instantineo de dicha corriente tendrd como expresion:

+
E, @ E; 1 Ig(r} = I[}N-"E sen 1.0001

y los valores para 1 = 1 ms y r = 2 ms son, respectivamente:

ix(1) = 10./25en (1.000-0.001) = 10 /2sen 1 = 11,90 A

ix(2) = 10/25en (1.000-0,002) = 10 /2 sen2 = 12.86 A
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Potencia consumida por un dipolo. Potencia activa,

reactivay aparente

sea el dipolo representado en la Figura 2.12. en la que se han puesto referencias de potencia
sntrante.

1 A
8
Circuito
activo U
—.__.
5]

Figura 2.12,

La tension y la corriente tendrdn la expresion siguiente:
u(t) = /2 Ucoswt
. I."_
i(r = N 2 Icos(wt — @)

La tension y la corriente vendrdn representadas por los fasores U= U/0 y I =1/—gp .
La potencia instantdnea consumida por el dipolo seri:

p(r)y = u(r)-i(r) = Ulcos @(1 + cos 2wr) + Ul'sen ¢ sen 2wr

© UNED

En esta descomposicion de la potencia instantinea el primer término
UTcos (] + cos 2eamt)

es una potencia oscilante de una frecuencia doble que la de la red v con un valor medio g
nulo, mientras gque el segundo término

Ul sen ¢ sen 2ot

es una oscilacion de potencia de valor medio nulo y de frecuencia doble que la de la red.
Se definen los siguientes términos:

P = Ulcosg Potencia activa: se mide en vatios (W)

Q = Ulseng Potencia reactiva: se mide en voltamperios reactivos (VAr)

A partir de las potencias activa y reactiva se define la potencia aparente, S, que se milﬂ
en voltamperios (VA).

=P +Q (VA)
También se define el nimero complejo S o potencia aparente compleja:
S =P+ jQ = Ul(cos ¢ + jsen @) = Ule'? = Se'*

El modulo de la potencia aparente compleja es la potencia aparente.
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Potencia consumida por un dipolo. Potencia activa,
reactivay aparente

* Distintas expresiones de la potencia en alterna

‘ ‘ Se¢ puede definir un tridngulo de potencias andlogo al de impedancias, que se muestra en
En una impedancia: = Figura 2.13.

S=U-1*=ZW*=Z.-F={R+j-X)-F=R-F+j-X-F

P=R-F O=X-r z , Z'=5 Xr'=g
En una admitancia: v ) (0>0)
R
S=U-I*=UY*U*=Y*U"=(G —j-B)-U"=G-U"—j-B-lF RI'=P
P=0- UI Q — B- Uz Dipola inductivo
RI'=P
P Xr*=0
ZI°=5

((=0)

Dipolo capacitivo

Figura 2.13,
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Teorema de Boucherot. Factor de potencia

* Teorema de Boucherot

=+ teorema es una formulacién del teorema de conservacion de la energia, y su aplicacién

+ una generalizacion del balance de potencias que se realiza en los circuitos de continua. Su
2= .neciado es el siguiente:

«En un circuito lineal, para una frecuencia constante, hay conservacién de la potencia
activa, por una parte, y de la potencia reactiva, por otra.»

= Factor de potencia

=. “uctor de potencia de una carga o circuito, 0 cos @, cs:

I
Cme—S U1

- aviene que el factor de potencia sea lo mds alto posible, y para poder conseguir esto hay
--= vorregirlo. Dado que las cargas son normalmente inductivas, habrd que conectar conden-
-zJores en paralelo con la carga.

El valor del condensador necesario es:

_Plge —tge)

C .
{4} Uz
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Ejercicio 7.1

En el circuito de la flgura e Con las referencias de la figura, la corriente en la impedancia serd I, = 7 luego la cor-
1. Seiidlese qué dipolos. &cttian m generadm‘ y como reueptnr ite I ’
2. En caso de receptor, indiquese si-es inductivo o capacitivo, _
3. En caso de gen,emdur mdiqlm si la carga. Eﬂﬂﬂﬁt&dﬁ a ﬁ! €3 dc cardcter inductivo o L= -2=(+)) — = 02+26
ca ﬁ 34 f‘l'
pal.‘:ll;wn ;
4. Balance de pmenc:as © rencias:
""" ~ =U-IF=10(1 — j P=10W (generador)
Q= —10 VAr (consumidor inductivo)
s =U-IF=10—02 - j2,6) P=-2W (generador)
= —26 VAr (consumidor inductivo)
_ “-tencia generada total: S =8, + 8, =12 + 16
S UUCION Zoencia consumida en la impedancia:
I, I, Uy F 100
> -— :
s=Ulz| == =12+ = arg:
(Z) 7+ 3-n 12 +jl6 P=12W (carga)
Q=16 VAr (inductiva)
&, U Z D,
IZ
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Ejercicio 7.2

En un dipolo en régm:en estacionario smuns:dal los V&I{}I’ES mst:ant:incﬁs de tcnmén y
tencm BOI ; _ : :

u) = 100sen 10071 {V) ..'p;ﬂ';:% ;'zs - zsuéq;{gmgf— ::B} W)
__fSemde | : it P

a
b)
<
dr

Factor de pat&ncm }r pcm:nma actwa y raacuva
Intensidad mstamainea, S :
Energia consumida pﬁr el dip-ola al cabo de 3 hur:—:ts

Valores de Ry L supom:ndﬁ qma el Cﬁptﬂ{} se mpresenta -pm: la asu:-ﬁac:ﬁn en pari
de una ms:stenma y una bobina.

SUL.LI{_]CIh

a) Se parte de las expresiones genéricas de fension y de corriente.

u(t) = ﬁ,Jf'aZU sen (of
it = /2Isen (wr — @)
La expresion de la potencia instantinea es:

plt) = 2UIsen (wi) sen (wt — @) = Ulcos (1 — cos2wt) — Ulsen @ sen 2wt =
= Ulcos ¢ — Ulcos ¢ cos 2wt — Ul'sen ¢ sen 2o

que se identifica con la expresién dada:

ity =125 — 125¢cos 2007 — 125 wf’E sen 2007t

© UNED

que se identifica con la expresion dada:

p(t) = 125 — 125cos 200mt — 125 /3 sen 200
Esto equivale a:
Ulcosg = 125
Ul'sen@ = 125 /3
De ambas:
tgp = NE cosp = 1/2 @ =mn/3
Y por tanto:
P=Ulcosp =125 W
O = Ulsen g = 125 /3 VAr
P 125 5
b} 1= :
] UCGS{;} 100 | /2 A
— Y
2
W=

=35 sen(lf}{}m — g)
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Eje

rcicio 7.2

c)

g p=2
R
v
X: —
Q
© UNED

La potencia activa es el valor medio de la potencia instantinea en un ciclo. Dado
3 horas comprende un nimero entero de ciclos (ademds de que el periodo de un ciclo de
Hz es de 200 ms, despreciable frente a 3 horas), la energia total se podra calcular como:

W=PFP.t=125-3-3.600 = 1.350 KJ

U* _ (100/,/2y
P 125

= R

0 Q

(100/,/2)*
125./3

) 100

o

X 23
—3w0 = =220

= 0.0735 H
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Ejercicio 7.3

Calciilese en el circuito de la figura, tomando como origen de angulos la tension en la

carga:

Intensidad absorbida por la carga,

Factor de potencia del generador.
Valor de la inductancia L.

Diagrama vectorial de tension e intensidad.

@G oEwN

ambas tuviese un cos ¢ = 0.9 inductivo.

Factor de potencia de la impedancia de carga.

Condensador que deberia colocarse en paralelo con

la carga para que el conjunto de

440v
0 Hz
F.=7200W

200
Zinductiva

P, = 6.400 W

© UNED
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S UUCION

1. Pérdidas que se producen en la linea (diferencia entre potencia generada y consumida):

AP =P =P, =7200 - 6.400 = 800 W

AP=R-F = F=8002=400 = [=20A

2. La impedancia tendrd la forma Z = R + jX (impedancia inductiva):

) P, 6.400
P.=R-I’ = R=—=——"=
1 400

[

— il pd . fAamd e
X=/Z R® = /20 16==12 0

- o tanto:
Z=16+/12 r;us:ngz{}‘g
| 20
22 oira forma
P, P, 6400
Cos @ = T 020 0.8



Ejercicio 7.3

3. Potencia aparente producida por la fuente:

S, = EI'= 44020 = §.800 VA

4. Potencias reactivas generada y consumida en la carga:
0, = /57 — P2 = /88007 — 7.200% = 5.059,6 VAr
Q,=1-X=20"12=4800 VAr
La diferencia se consume en la linea:
AQ =Q, - 0, =259,6 VAr

, 259,6 ,
AQ=FX, = X, =T =0649Q = L= (:;19
n
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= 2,06 mH

5. El diagrama vectorial de tensiones e intensidades se muestra en la figura, siendo U

tensién en la carga:

U
\_i__ S E Ll
1 \J
Kl
6. U=U/0"
Tension en la carga:
U=Z-1=20-20=400V
AQ.=Q.— Q.=P-(tgp — 1g¢)
AQ, = wCU*
P-tgp —tge)  6.400-(0,75 — 0.4843)
== = =40 uF

wl? 10074007



Tema 8

Circuitos trifasicos,
equilibrados y
desequilibrados
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Tensiones trifasicas

Un sistema trifdsico es aquel en el que sus elementos estdn dispuestos en tres fases. Una fase
es «cada una de las partes de un circuito en gque se genera, se transmite, o se utiliza una de
las tensiones del sistema». Las tensiones que aparecen en un sistema trifasico equilibrado de
secuencia directa como el que se muestra en la Figura 3.1 son:

Err = "?‘ﬁl
E, = E/=273
E. = E2n3

Um‘? = En - Ej. = \E E/m6
U{Jt‘ = E{, - E.- = \,"IlE . Eg ?T."Jﬁ 23

I]rr.’ = F‘c - Eu = \r'.?’ : EL,__R 6 + _EJT;",?I

Generador
Figura 3.1. Tensiones de un sistema trifasico.

© UNED

gura 3.2

a)

Sila secuencia es inversa, las tensiones son:

Er: = Eﬂl

E,

Figura 3.2.

, = E/21/3
E.= E/—2n/3

Los diagramas vectoriales que representan las tensiones indicadas

bi

|
se muestran en lali
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Corrientes en los sistemas trifasicos

En un sistema de tres impedancias conectadas en estrella, si las tensiones que hay en
una de las fases son U,, U,. U, y cada una de las impedancias es Z, = Z,/ip, las cormes
que circulan por ella serdn:

u, U ;

—=—/Jp =I/p
a7 I:r- z}.

U.I'l L]r
l,=—=—/—0—2n3 =1/—¢ — 21/3
T, Zy : = . :

u. U .

L= 7, 7, [+ 273 =1/—p+ 213

L il

Figura 3.3.

© UNED

Si conectan en tridngulo tres impedancias iguales Z, tales que formen un sistema en triin-

gulo equivalente al previo en estrella (Z, = 3-Z,), las corrientes que circularan por cada una
de las impedancias serdn:

U, J3U I
lub - _b = .V L_ﬁ’-'? — P =— /ﬂ'ﬁ‘ L)

Z, 3-2Z, 3

U, ./3U _ i
L,o=-2=Y""/nl6 — @ —223 =~ /n/6— ¢ — 223

L, 3.-Z, /3

Y

v, 3u i
['rr = 2= > ﬁ — + 27/3 = -— - /
’ 7, 3.7 Z @ /3 7 /6 — o+ 253

‘o,
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Corrientes en los sistemas trifasicos

© UNED

y
LU

Corrientes 1. I,.. 1 :
L=1L,-1L,=1l/—¢
IL,=1, 1,=1/—¢ — 2n/3
L=1, L,=1/-¢+ 213

Hay que observar que en un sistema con tres hilos, la aplicacién de la primera ley de
Kirchhoff implica que:

IL+1,+1 =0
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Magnitudes de fase y de linea

* Magnitudes de linea:

a -IIL{___-Q— ‘ Uf.'h = Ug‘ /6
L=1/—¢—2n3 U, = U/n/6 — 213
IL.=1/—0+ 23 U,=U//6+2r3
e Magnitudes de fase:
En rridngulo En estrella
a) b i . u
} Iﬁb = T': /6 — ¢ Un' =- = 0
V'3 V3
{ U
L, == /1/6 — ¢ ~ 213 Up=—=/=2af3
\__-': 3‘ \_.'; 3
{ , U
lm?—'—j:lj-{ﬁ.-’ﬁ"fﬂ'{'zjt-{ U.=—=/2n
{3
Y N
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Conversion de fuentes reales de estrella a triangulo y
viceversa

 Pasode Ya A
Z;"I. = 3. Z}' Eub = Eu - Euf;'
s Pasode Aa ¥

?'r']l' = rﬂ“l.:'l;3 _ E‘r.‘h - Eh.'
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Circuito monofasico equivalente

* Circuito equivalente fase-neutro

Sea un sistema trifasico equilibrado como el representado en la Figura 3.6 en la que tanto ¢l

receptor como el generador estin coneclados en estrella, y ambos estdn enlazados por una

linea trifdsica.

Iﬂ'
T
-

L=+ +1

il
- "

© UNED

Figura 3.6.

Un circuito equivalente que tuviera la misma relacién entre 1a

corriente seria el representado en la Figura 3.7.

tension en la fuente v la

Z,

“ — :

 ——
L-l
¥s
T T ¥
+ Lq.' l‘-"_.
EI'J
n n'
Figura 3.7.

La corriente I, se puede obtener mediante la expresion:

E

‘i

] _-_ S
r ?‘_u; + z: + zl"

Las tensiones U, U, y U, se obtendrin de la forma siguiente:

U;r = ZI-" I:

Lt

U| = Zt ']” U“. =

~Z,-1

Ll
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Ejercicio 8.1

Calcular las corrientes de linea en el sistema trifdsico equilibrado de la figura,

ira 3
a I g a Iﬂ 3 _|F5
av, o pocee B pecy | . QB ey pom
1000
+ , :
b ' / b A J5
“\ s W oy . o
1007 —120°
+ .
3 I J 2 § 3 s
&V tn S -‘—" — L ]—‘_‘-_
10021207

© UNED

Sorucion

Puesto que se trata de un circuito trifdsico equilibrado, se puede obiener el circuito monofisi-
co equivalente, cuya obtencion es inmediata al estar conectadas en estrella, tanto la fuente
como las cargas. El circuito equivalente es el siguiente:

1 i

[ 1
) S

loogee (M

Por tanto, la corriente que circula por la fase @ tiene el valor:

3 100 _ 100
Ol HjH+34+5 4+ 6

= 13.87/=56,31"

Y consecuentemenle .

I, = 13.87/=56,31" — 120"

I, =1387/-5631" + 120"
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Ejercicio 8.1

| i Valor de las tensiones:

:'_- . Us = LG +J5) = 13.87/256.31° - 5,831/59.036 = 80,86,/2.75°

U, = 80.86/2,75° — 120°

N 3 U. = 80.86/2.75° + 120°
L0, 0F m\,-' Caida de tensién en cada una de Jas fases de la Iinea:

AU, = L(1 +)) = 1387/-5631° - . /2/45° = 19,61 /= | 1.31°

AU, =1961/-11,31° — 120°

AU =1961/~1131°+ 120°
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Ejercicio 8.2

E'I'l la figura S€ representa un circuito trifdsico equilibrado en carga ¥ de secuencia directa,
stendo la tensién de linca en el generador supuesto ideal 220 V (eficaz).

SoLucion
1. El equivalente monofisico fase-neutro serd el siguiente:

[+j

Zo=14j  Li=10G-)) . Z,=100 +))

La frecuencia es de 50 Hz, Se pide:

+

1. Intensidad de linea en ol generador.
2. Tension de fase en cada una de las cargas. 127V @ 10 EH | 106=n

3. Intensidad de linea en cada una de las cargas.

| SR a
S 2 AR o

b La impedancia equivalente de las dos cargas es, puesto que estin conectadas en paralelo:
A |
) e o o

g SIS A i 2+ 7, 14
EL zl A partir de aqui se obtiene el valor de la corriente de linea (coincidente con la de fase a):
L= - % = 843/-381° A
1 a0 ZL 4 zel# ¥ P
Z, Las corrientes de las tres fases serdn, por tanto:

I, =843/381"° A
I, =83/-381°  120° A =83/12381" A
I =83/-381°4+ 120" A =83/116,19" A
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El equivalente monofisico fase-neutro serd el siguiente:

[+

* !

127V @ 2457 10 (3—)

2. La tensidn de fase en ambas cargas es la misma por estar conectadas en paralelo:

Uiy = Uy =12, =11802/-3.89

U.‘J'.’rl = l]lh'uz = 118,[’]2/— 3.80° — 120"
Uo = U, = 118,02/-389° — 120°

© UNED

3. La intensidad de linea en cada una de las cargas es:

U.
I, = ?—' =3,73/14.62° A
=1

I, = 373/14.62° — 120" A

L, = 373/14,62° + 120° A

U.
I,= zi =527/-3037° A
2

Ib: = 5.2?/ 30,3?0 i IEUU A

[. = 5.27/-30.37" + 120" A
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En el circuito de la figura, la carga estd formada por tres impedancias conectadas en es-

trella.

Cuando la tension aplicada a la carga es de 400 V, consume una potencia activa

P = 12.8 kW y una potencia reactiva 0 = 9.6 kVAr.
a} Hallese el valor de la impedancia de carga.

b) Calciilense las corrientes y las tensiones en a’, &', ¢ con respecto a tierra en el &i
si se produce un cortocircuito entre el punto a' y tierra, y, 2 y n' no estdn con

“a tierra («neutro aislado»).

c) Calcilense corrientes y tensiones en el caso anterior cuando el neutro n' estd con
do a tierra mediante una impedancia nula («neutro puesto rigidamente a tierra») yi

estd aislado,

d) Calciilense corrientes ¥ lensiones en ¢l caso anterior cuando ambos neutros n

tdn puestos rigidamente a tierra.

Datos: Z, = 0,6 + jO,8; tension de linea de la red £ = 400 V. Se considera

de tierra es 0 V.

© UNED

que la tensid

SoLUCION

a) Impedancia de carga.

En esta ocasion también se trabajard con admitancias en vez de con impedancias. El valor

la admitancia de la carga serd:

G = Po_ 12800 _ 0,08 §
T30, 340073
%, 9.600
B=——"=—"——= ),
UL, 400 06 S

de

Por tanto, la admitancia de la carga serd Y, =0,008 ~ j0,06 y la impedancia Z_ =8+ j6 = 10/3687".
b) EI circuito que queda tras este cortocircuito es el que se muestra a continuacidén:

E .
y + a I Ly a Z.
- | | >
{-\J * > . - i
E
b + Z . Z
b L B I
n . I =
v . L .

é;
I;
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Ejercicio 8.3

La corriente I, no resulta alterada por la presencia del cortocircuito, pues por €l no se

puede derivar corriente, al tratarse del tdnico punto que estd conectado a tierra. La corriente
por esta fase, valdrd, por tanto:

E 100/, /3/0°
Iﬂ = = M= o / 5 0
7, +Z 06+ j08+8+j6 21,06/=38.33

Las tensiones entre los puntos a’, &', ¢’ y tierra, sin embargo, han variado, puesto que aho-
ra la tension nula estd en el punto @', La tension del punto @ con respecto a n sera:

U..=LZ =2106/-3833" 10/36.87" = 210,6/—1.46°

Yo’

Y la tension a la que estd el punto n' con respecto a lierra sera:

U, = -U,, = —(21.06/=38.33" 10/36.87" ) = 210.6 /178.53"
En cuanto a las tensiones en los puntos &' y ¢, con respecto a tierra, serdn:
U, = Uy, = /3-210.6/=1.46 — 150> = 364,77/ 151.46"
U, =U,, = /3-210.6/148.54° = 364.77/148.54°

Esto se muestra en el diagrama vectorial adjunto:
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|

¢) Calcilense corrientes y tensiones en el caso anterior cuando el neutro n* estd conecﬂ
do a tierra mediante una impedancia nula («neutro puesto rigidamente a tierra») yi
esta aislado. : -

¢) El circuito en estas condiciones es el representado en la figura siguiente, que es un cir-

cuito desequilibrado:

E zZ, _. z,

J:_ I__—]__

Q)
;

Q)
:

=
~

&
|
!

Puesto que los puntos @' y n' estdn conectados @ tierra, la tensidn entre ambos puntos es
nula, es decir, el circuito es equivalente al siguiente:

© UNED

Para obtener las tensiones y corrientes, una forma sencilla es aplicar la formula de Millmas

Si se hace uso de la propiedad de que E, + E, + E. =0, entonces la férmula anterior quady
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Al sustituir valores se obtiene el valor numérico de U, d) Calciilense corrientes y tensiones en el caso anterior cuando ambos neutros 7 yn' d

tdn puestos rigidamente a tierra.

U = S-I-;ﬁ 4UU
. 8+;ﬁ+?{{:6+;ﬂm

0” =179/~ N o . .
9373 d) En este caso, el circuito que representa estas condiciones es el representado en la figura

siguiente:

En cuanto a las corrientes, se obtienen a partir de estas tensiones: E, Z z
+ a 1 a’ 3
Umr' ) E:.' @ ’ —J_ )
L=~ z 53,59/~ 40,6" -
=
Y las otras corrientes: Es + b Z, b L
n a L
K gy L T
1. = UHJ’I P‘ia — 3185 o — —
b 7, T 2 B85/174.3
U E‘ Ef + & Ij ¢ 2'1'
I - 1 . I ——
L=-= v = 33,04/105,92° @ — —
“1

I_:Il.'.,,'” = I_.', ' Zr = 318,5{ — ]48,83{]
U, =1 -Z =33048/142.79°
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Si se unen todos los puntos a la misma tensidn, se obtiene el circuito equivalente siguiente: La resolucion de este circuito es mds simple, puesto que cada una de las fases se compor-
ta de forma independiente.
E, 7
(A )2 — B s esaa
2 — * "y
L=~ 2106/ 15833
]:._Ir + IJ -Zl| b I Z{ + Z‘, -y A
[ . [ ] - n' .,
b
.= =_ 7 =21,06/8167"
Z, +Z

En cuanto a las tensiones, con respecto a tierra, v por lo tanto con respecto a los neutros,
serdn:

L] . -
I

Uu,=0

o

U,=7Z.1,=10/36,87 -21,06/=158,33" = 210,6/=121,46"

£

U.=7Z 1. = 10/36,87 -21.06/81.67° = 210.6/118.54°
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Potencias activa, reactiva y aparente. Compensacion del
factor de potencia en los sistemas trifasicos

Potencias activa y reactiva en funcién de las magnitudes de fase:
P=P, +P,+P. =3 P.=3Up-Ip-cosq
Ql Qﬁ + Q.‘; t Qr=3Qf: B'il—"lr.nl""‘-.l'-"‘\.‘En(_IUI

Potencia activa y reactiva en funcion de las magnitudes de linea:
P=/3U-Icos ¢
0= ./3U-Iseng

Hay que hacer notar que el dngulo ¢ es el desfase entre las tensiones v las corrientes de
fase. La potencia reactiva consumida es positiva si la carga es inductiva.

Potencia aparente:

Potencia aparente compleja:

S=P+j-0= \.J'EU-.’(::mw + f-sen )
Factor de potencia:

P P
Cosp =— = -

NEID

La potencia instantinea absorbida por un sistema trifdsico equilibrado es constante, e igual
al valor de la potencia activa.

© UNED

Sea un sistema trifdsico con una potencia P y un factor de potencia cos ¢ al que se conecta
en paralelo una bateria de condensadores para aumentar su factor de potencia a cos o',

* Valor de la bateria si se conecta en estrella

_Pige
wl?

tg ')

¥

* Valor de la bateria si se conecta en triangulo

_P-lgo —tgg’)

A Iol)*
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Ejercicio 9.1

En la figura se representa un circuito trifisico equilibrado en carga y de secuencia directa,
siendo la tensién de linea en el generador supuesto ideal 220 V (eficaz).

Lig B s Ly =103 -5 Z,= 102 +5)

La frecuencia es de 50 Hz, Se pide:

1. Intensidad de linea en el generador,

2, Tension de fase en cada una de las cargas.

3. Intensidad de linea en cada una de las cargas.

4. Potencia activa Y reactiva consumida por cada carga,

5.  Dibujar dénde se colocaria un vatimetro para medir la potencia reactiva consumida por
el conjunto de ambas cargas indicando lo que marcaria dicho vatimetro.

6. Potencia perdida en la lfnea.

7. Indicar la capacidad por fase de la bateria de condensadores que deberia colocarse en
trifingulo, en paralelo con la carga conjunto de ambas, para que el total presentase
casp = 1.

8. [dem si se conectase en estrella.

L___I L y
CJ
s SEESIRR TR
ZL z|
Z
"

© UNED

SoLucion
1. El equivalente monofisico fase-neutro serd el siguiente:

[+j

+

v ()

0 (245) | 10 (3=4)

B 2.7
A7, + 2, =14

’

U
=% —g43/-381° A
I 7+ 7

gy

Las corrientes de las tres fases serdn, por tanto:
I, =843/-381" A
I,=83/-381"  120° A =8,3/123.81° A

I = 83/-381"+ 120° A =83/116,19" A
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A partir de aqui se obtiene el valor de la corriente de linea (coincidente con la de fase a):



Ejercicio 9.1

El equivalente monofisico fase-neutro serd el siguiente:

[+

* !

v ()

10 (2+) | 10 (3=}

2. La tensidn de fase en ambas cargas es la misma por estar conectadas en paralelo:

Uiy = Uy =12, =11802/-3.89
118,02/=3.89° — 120°

Uy = Uy =
LT = [‘T: wr =

el

118,02/-3.89° — 120°

© UNED

3. La intensidad de linea en cada una de las cargas es:

.
Ly = = 3.73/14.62° A
=1

I, = 373/14.62° — 120" A

L, = 373/14,62° + 120° A

1.
L, = = = 5.21/=3037° A
2

Ib: = 5.2?/ 30,3?0 i IEUU A

[. = 5.27/-30.37" + 120" A

4. Potencia consumida por cada una de las cargas:

S, =3(U,,I#) =3Z,[;, = 1.252.6 — 417.39

S; = 3 (U, 15) = 37,00, = 1.666,37 + /833,19
Luego:;

Pr= 125216 W

P, = 1666,37 W

0, = —417.39 VAr
0 = 833,19 VAr
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5. El vatimetro se colocaria con la bobina amperimétrica en serie con la fase a' y la
voltimétrica en paralelo con las fases b' y ¢, tal como muestra la figura:

' n,
'

.

La medida del vatimetro serfa proporcional a la potencia reactiva consumida por las dos
cargas:

W= —?— =41 W
V3
6. La potencia activa y reactiva perdidas en la linea son;
APp = 3R P =3.1-843"=213,19 W
AQ; = 3X,F =3.1-843, = 213,19 VAr

© UNED

7. Para compensar el factor de potencia a coso’ = 1. ia potencia reactiva debe ser
Q = P-tgg =0 VAr, y por tanto la diferencia entre la potencia reactiva inicial y final debe
ser la que cedan los condensadores:

AQ = Pliggp — 1g ")

Pero, si la bateria de condensadores se conecta en triangulo: AQ = 3mCL”.
lgualando ambas expresiones se tiene el valor de la capacidad de cada condensador:

AQ

= m = 10,6 HE

A

8. Si la bateria de condensadores se conecta en estrella, la capacidad de cada condensador es:

A
¢, = CRE uF
3 U/ 3)
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Dado el sistema de la figura, calcular:

1. Intensidad de fase y de linea.
2. Tensiones en bornes del generador y del receplor.
3. Potencias activa y reactiva suministradas por el generador trifésico.
4. Potencias activa y reactiva consumidas por cada impedancia receptora y en la linea.
5. Comprobar aplicando el teorema de Boucherot.
6. Calcular lo que marcaria un vatimetro derivando su bobina de fension entre a y b, €
intercalando su bobina amperiméirica entre a y a'.
£ e
L ool
245
1+j
248
1+] : 2401208
b *+
e U
+ 24j
1+j
240/0° i 2458
i .
240 =120°
gy
c  Serer e
2+j
© UNED

248

SOLUCION
Para resolver este circuito es preciso, en primer lugar, obtener el equivalente monofisico fase-
neutro, para lo cual hay que convertir las fuentes (reales) y la carga, ambas en triangulo, en
sus respectivas estrellas equmivalentes.

La fuente real entre fases del enunciado equivale a una fuente real en estrella que constard
de una fuente ideal, cuyo valor eficaz serd:

U = 240//3 = 13856 V

En cuanto a las fases, habrd que tener en cuenta los dngulos existentes entre las distintas
fases, tal como se muestra en el diagrama vectorial siguiente.
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las comrientes de fase pad

Ejercicio 9.2

En esta figura se puede comprobar que el
sion U, tiene un argumento de — 30°, tomand
las impedancias, tanto de la fuente como de |
su valor equivalente en estrella. Esto se muestra en

sistema es de secuencia inversa, y que laJ
0 como referencia la tension U, En cuams
a carga, deberdn dividirse entre 3 para obeg
el circuito que aparece a continuaciém

(14773 B 2t

240/ 3/=30° C/\P

(2+/8)3

La intensidad de linea se obtiene de forma sencilla en este circuito:

i
2400, /3/=30°
[ = ————==2771/-83.13°
3+ /4
el equivalente monofisico de la carga, sera:

Y por tanto, la tensién fase-neutro en

Upn = 27.71/-83.13° - (2 + j8)/3 = 76,20/~ 7.17°

La tensién fase-neutro en bornes del generador (punto a) sera:

Una vez resuelto el circuito equivalente monofisico, se obtienen
el circuito original, de acuerdo con cl diagrama vectorial siguiente:

as corrientes de fase por los triangulos

En €, el origen de fases sigue estando en E_. L
nea, y tienen una magnitud W/ 3 veces

estdn adelantadas 30° con respecto a las corrientes de If

menor. Por tanto:

I,=2771/-83.13" L. = 16/-53,13"

I, = 27.71/-36.87° I, = 16/6687°
I. = 27.71/156.87° L, = 16/=173.13°

Ueew = Upy + (2 + )T = 125,76/~ 30.49°

© UNED
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En cuanto a las tensiones de linea en la carga (que coinciden con la tensién de fase), se-
ran /3 superiores a las tensiones fase-neutro. y estardn adelantadas 30°.

U, = 76,20/=7.17° U, = 131,98/22.83°
U, = 76,20/112.83° U,, = 131,98/142.83°
U, = 76.20/—127.17° U, = 131,98/-97.17°

Las potencias se pueden hallar en el propio equivalente monofisico fase-neutro:

SL, =3. U_L.,.-,..,-- I =3.12576/=29.18" - 27.71/83,13" = 6.152 + j8.452
Por tanto,

P, = 6152 W Q, = 8.452 VAr

La fuente ideal generard:
Sy =3 -Epy-T% = 3-138,56/=30" -27,71/83.13” = 6.910 + 9.214
Es decir,

P, =6910 W Qu = 9214 VAr

En cuanto al consumo en las distintas impedancias, serd el siguiente

S..=3-LLZ,=3-16"-(1 +j) = 768 + j768
S;=3-FZ;=3-27,71°-(2 + j) = 4607 + j2.304
S, =3-1,.2,=316°(2+ j8) = 1.536 + j6.144

© UNED

Se puede comprobar que se cumple el teorema de Boucherot.
En cuanto al vatimetro, debido a las operaciones que tienen lugar en el mismo, tendria

una lectura de:
W= 13198-27.71 -cos(22.83" + 83,13 = —1.005 W

La medida de cada vatimetro es:

_ 3003 180
W) = Ulcos (U, 1,) = Ulcos(30° + ) = =2 —= cos(30° + 53,13%) = 5504 W
Ve S

300 /3 180
—=cos (30" — 53,137) = 43.024 W

e
8, =

W, = Ulcos (U, 1) = Ulcos (30" — ) =

Y

N
La potencia activa y reactiva es:

=W + W, =559+ 43024 = 48618 W

0= /3(W, - W)) = /3(43.024 — 5.594) = 64.83] VAr
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Ejercicio 9.3

Un sistema trifdsico equilibrado estd formado por una carga unida por una linea de impe-
dancia Z, = 0.212 + j- 1,041 Q por fase a una fuente trifdsica de tensiones equilibradas de
secuencia directa y frecuencia 50 Hz. La carga consiste en tres impedancias iguales, de
valor Z = 21 + j-15,6 Q conectadas en tridngulo. Si el valor eficaz de la tensién de linca
en bornes de la carga trifisica es de 360 V calculese: -

Valor eficaz de las corrientes de linca y de fase consumidas por la carga.
Potencias activa y reactiva consumidas por la carga.
Valor eficaz de la tension de linea de la fuente trifdsica de tensiones.

Potencias activa v reactiva generadas por la fuente trifisica.

AT T I

Capacidad por fase de la bateria de condensadores que es necesario conectar en tridn-
gulo, en paralelo con la carga, para que el factor de potencia del conjunto condensa-
dor-carga sea de 0,9 capacitivo.

© UNED

SOLUCION

1. El esquema del circuito viene dado en la siguiente figura:

Z, =0212+ 71,041
S |

U B
‘ 160 V J

1 i L=11+7156

—

De ella se deduce el equivalente monofisico fase-neutro, que se representa a continuacion.

|

+

Y
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Ejercicio 9.3

2. FEl valor de la impedancia Z, del equivalente es un tercio de la impedancia Z. S1 se toma
el valor de la tensién monofisica en la carga como origen de dngulos, la corriente de linea es:

U,  360./3 , o
— o TN 1913 — 1421 A = 23.83/-36.61° A
0=z, “2r+j56 27 /3601

La corriente de fase en la carga en tridangulo es \.'3 veces menor. Luego, los valores
ces de las corrientes de linea v de fase son:

Las potencias activa y reactiva consumidas por la carga son:
P=3RI=3-21-1376"= 11930 W
Q= 3XI; = 3-15.6-13.76" = 8.861 VAr

3. La tension fase-neutro en el generador. se puede calcular aplicando la segunda
Kirchhott al circuito monotisico equivalente dibujado en el primer apartado:

360
Ugpy = Zo1+Upy = 0212 7L04D(19,13 = 14.21) + == =226 +/16.9 V =227.3/4,

Vo
Y la tension de linea en el generador serd:

U, = 30Uy = /32273 =3937 V

© UNED

4. Llas potencias activa y reactiva generadas por la fuente serdn iguales a las consumidas
la Iinea v la carga:

P,=AP, +P=3R,-F+P=3-0121-2383 + 11930 = 12136 W
Q,=AQ, +Q=3X,-F +Q=73-1041-2383" + 8861 = 10.634 VAr

5. La capacidad de la bateria de condensadores en tridangulo se calcula mediante la sig
expresion:
B Pllggp —teg') _ 11.93000.74 + 0.48)

C.= - 1192 F
A 30l 31007 - 3607 a

vi ques:

Q
g =— =074
g0 ="

tg @ = —lglarccos(0,9)) = —0.48

(el signo negativo se debe al cardcter capacitivo que debe tener el conjunto después de cona
tar la bateria de condensadores).
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3 ALUCION

En el circuito de la figura, la distancia de A a B es de 2 km i i

ito de . : y la distancia de B a C es o i o istencia y reactancia de cada uno de los tramos:
g é:ln; glia Img::} tiene en todo su recorrido una seccion de 95 mm?, con una resistividad @) Se caleula en primer fugar fa fesiiencia y peactunctt e S E

4 ‘mm7/m y una reactancia de 0,25 Q/km. Si se conoce que la tensién de line: 4 2.000
es de 380 V, caledlese: e ‘e Ry =p = = 0018 =5 =038 &
a) Tensiones de linea en A y en B. * I 3.000
B - —

b} Valores eficaces de las intensidades 1, I, e I 1 Roc=p = = 0018 95 03T e

_ i
¢} Capacidad de cada uno de _Is:-s condensadores que serfa necesario conectar en tridngulo! X.p=025-2=050Q

en el punto A para que el factor de potencia del conjunto sea la unidad. ' weTm e
Xpe = 025-3=075Q

A A 8 .
_’E:}_- > 1| - g Luego:
Zn = 038 +j0.5

Zye = 0.57 + j0,75

o O o g | p=5CV
fdp.0.8(i) ' ) ) o e
Por otra parte, se puede calcular la intensidad de linea en C. a partir de la expresion de la

potencia activa, teniendo en cuenta que | CV equivale a 736 W:

e gEmp e
Pe 5-736

7A

oy L V3Ugcosg  /3-380-0.8
p=10CV Si se toma la tensién de fase en C como origen de dngulos,
Ed.p. i
P ﬂsg{i} | 50 ‘l
L{'f. = - i~ ZU
J3

Nota: 1 CV = 736 W, Fecuencia f= 50 Hz. ¢l factor de potencia de la carga permite conocer la fase de la intensidad de linea en C:
cosgp = 0.8(1) = o= 3687
I, =7/-3687° A=56—j42 A
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Ejercicio 9.4

o I W o Tl F ‘.- o [
Conocidas la intensidad v la impedancia de la linea, se puede hallar la tension fase-neutro
en B:
5)-1(5.6 — = i1.81 = 225, 46" vV
Uprn = Ugpn t Lge-Ic = i + (0,57 + j0,75)-(5.6 — j4.2) = 225,74 + j1.8I 74/0,46"
BEN = Y OFN 7
\I.' -~
Y la tensidn de linea en B ey
Up=/3-22574 =391 V
Conocida la tension en B se calcula la corriente de linea en B:
<73
Py  _ J[}—M_:lg.ggg
J3Uycosp  /3-391-09

I, = 12,08/046° — arccos (0.9) = 12,08/= 25.38" A= 1091 - j518 A

A partir de las corrientes de linea en By C se tiene la corriente de linea en A:
. _ o 0
I, = I, + I = (1091 — j5.18) + (56 — j4,2) = 16,51 — j9.38 = 19/=29.59" A

La tensién fase-neutro en A sers:

Usrn = Uppy + Zag- 1, = (22574 + j1.81) + (0,38 + j0.5)- (1651 — j9.38) =
= 236,70 + j6,50 = 236,79/1,57° V

© UNED

Y, por tanto, la tensién de linea en A:

U, =/3-236,79 = 410 V

Los valores eficaces de las intensidades en A, By Cson I, =19 A, I, = 12,08 A
I-=17A.

Para que el factor de potencia del conjunto sea la unidad, los condensadores deben CE

toda la potencia reactiva consumida por el conjunto de las dos cargas y de la linea, Di
potencia reactiva se puede calcular a partir de la potencia aparente en el punto A, La polenca
aparente de cada fase en el punto A es:

Sar = Usp-1F = 236,79/1.57° - 19/29,59° = 4.499/31.16° VA = 3.849.0] +j2.327,92 VA

Luego, la potencia reactiva cedida por cada condensador debe ser 0 = 2.327.92 VAr. Cov
mo dicha potencia tiene por expresion:

0= f-'JCﬂL-'ri
La capacidad de cada condensador debe ser

Q 2.327.92
Cd ] 5 = - —_— =
awlly  100x-410°

=441-107° F = 44,1 4F
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Ejercicio 9.5

En el sistema trifdsico equilibrado de secuencia directa de la figura se pide: SoLucioN
a) Lectura del vatimetro W, v la tension de alimentacién si la lectura del vatimetro W a) Por la conexién de los dos vatimetros, se tiene:
de 150 W, | es
b) Lectura de los vatit - W, + W, =P
netros cuando se abre el interruptor K v se d 7
i IS manti ;
de alimentacién, P y enen las tensiones .
W, — W, =-—F=
= ] | V3
-
a . . - . -
!'\_“i'/ Como el conjunto de las dos cargas es puramente resistivo, la potencia reactiva es nula y
de la segunda expresion se deduce el valor de W, W, =W, = 15(.‘!‘ W. .
; ; 50 Entrando en la primera expresion se tiene el valor de la potencia activa:
Sistemia rifisico i
de iensiones 5 B B
Siiliboides. y i - S P=2-150 = 300 W
secuencia directa X 1
' Una vez conocido este valor, habrd que hallar la resistencia equivalente de I_ux dn:»i cargas
e en paralelo con el fin de obtener la tensién. En primer lugar se halla la resistencia equwalente
£ {;:\l al tridngulo de la carga de 2 Q por fase, que serd R, = 3-2 Q. A continuacién se obtiene la
‘\;__2;’ T resistencia resultante del paralelo de las dos cargas:
R - R|Q'R2ﬁ _ ﬁ‘ﬁ _:‘
291 2 2@
v el circuito resultante es el de la figura.
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Ejercicio 9.5

Sistema trifasico
de tensiones
equilibradas v de
secuencia dirceta

igl

Y la tension de linea:

© UNED

b} Cuando se abre el interruptor, el circuito queda como se muestra a continuacién. En la
figura se ha sustituido el tridingulo por su estrella equivalente:

.
. i - I -
S ‘.- ".r\,"l_ _—— —— - 1
! - 1o
|
Sistermna trifasico ;
de tensiones I -
equilibradas v de i * - - L -
secuencia divecta ! \ 12
¢ . -
L 4 .WE _ - — i
- - - . 10
La intensidad [ vale:
U, 103 .
T TN 1
TR =T =IV3A

De Ta figura se deduce que las medidas de ambos vaiimetros son, respectivamente:
W, = Ulcos(U,,. 1,) = Ulcos(U_, I
W, = Ulcos(U,,. 1) = Ulcos(U,,. — 1)

Se necesita conocer el dngulo formado por 'y U, en el primer caso y el formado por — 1
y U, en el segundo, para lo cual se dibuja el diagrama vectorial de tensiones e intensidades:
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Ejercicio 9.5

Para que aparezcan las tensiones U, U, y U,, es necesario suponer que las tensiones de la

alimentacién estdn conectadas en estrella,
Se puede observar que los dos dngulos buscados son iguales entre si y con un valor de

60°, por lo que la medida de ambos vatimetros es:

W, = W, =5 3-10/3-cos(60°) = 75 W
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Ejercicio 9.6

El siguiente circuito trifdsico es totalmente equilibrado y el amperimetro indica: SOLUCION

10 a) La potencia reactiva consumida por la carga es:

—= A

W3 Q=P rgp=3200-075 = 2400 VAr
S¢ pide:

_ _ La potencia reactiva consumida por la linea es:
a) Polencia reactiva necesaria de los condensadores conectados en a'b'c’ para que el sis-

"

tema total conectado en abce tenga un factor de potencia umdad. 0, =3-X =133 ( 10 )_ — 300 VAr
o I —
b} Indicacion del voltimetro V| y de los vatimetros W, y W,. V3
1 e i F
¢} Indicacion del voltimetro V. Luego los condensadores deben ceder la suma de ambas:

d) Capacidad por fase de los condensadores conectados en tridngulo.

O = Q + Q, = 2400 + 300 = 2.700 VAr

e zZ
R W, | a’ b} La potencia activa consumida por la linea es:
@ N L 10\’
; L~ —r . P=3200W P, = 3R, I = 315-(—, = 600 W
24 W, ] | £dp.=0.8(i) W3
\l_/ ) Entonces:
‘ @% Potencia activa total Py =P+ P, =3.200 + 600 = 3.800 W
“ 5 J
_{ 174| |> Potencia reactiva total Or=0+ 0, — Qc = 2400 + 300 — 2.700 = 0 VAr
I ! Como: 0
e W|+Wﬁ=P }' H’r|_W':|__.—
'2‘ - - F,
. N
Nota: frecuencia f =50 Hz. se tiene que W, = Wa = P,/2 = 1.900 W.
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Ejercicio 9.6

La tensidn de linea en abe es:

Py 3.800
Uy=—F——=————=1380V
« 3 cos @ 3 10 |
V3=
V3

¢} Para obtener la tension de linea en a'b'c’ se caleula la

ga-condensadores: potencia aparente del conjunto ca

§= P H1(Q~ 0o = /3200° + (2400 — 2.700)% = 3.214 VA

. Pos ) 3.214
31 5 10
v /13—
v 7
V'3
d} La capacidad por fase de los condensadores es:
oy 2,700
Ca = ;= = = 2773 uF

303 3.100%-321.47

© UNED
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Expresion de la corriente en circuitos R-L

Los circuitos gque se van a estudiar en este capitulo son circuitos con un solo elemento dind-
mico. El resto del sistema estard representado por su equivalente Thévenin, que serd necesa-
riamente resistivo. Se estudiardn circuitos R-L, y circuitos R-C.

Los circuitos R-L, por tanto, se podrin representar como:

lIi!n'n'.' i L
—_— _—
+ J..I'P Hll
£ (i <>
Figura 4.1.

La corriente que circula por la bobina es la que describe el comportamiento del circuito, y a
pariir de la cual se pueden obtener las restantes magnitudes. Se denomina variable de estado
del circuito. La expresion de la corriente que circula por la bobina en funcién del tiempo es:

, di
€lt) = Ry-i+ L Ei"

© UNED

Su solucién proporciona la expresion de la corriente que circula por la bobina en funcién
del tempo, i, que tiene la expresion siguiente:

ir = {'.r_[fj + {f[;ﬂj —_ ir{fu}}"f’- =t

i(t,) es el valor de la comriente en un instante, ...

El término i, (1) es la expresion de la corriente en régimen permanente e [, (7,) es el vala
de esta funcién en el instante t = 1,

T es la constante de tiempo del circuito, cuya expresion viene dada por:
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Expresion de latensidon en circuitos R-C

En cuanto a los circuitos R-C, se representarin como un equivalente Norton al que se ha oo
nectado un condensador, tal como se muestra en 1a Figura 4.2:

il
]

)y, 'S uiln

iyl

Figura 4.2.

En este caso es la tensién la variable de estado del circuito. Suponiendo conocida iy
tension para un instante f,, la ecuacion diferencial que describe el comportamiento del
Cuito es:

1) = i +C{Fu
ipd 1) R, -

i

La solucion de esta ecuacion proporciona la expresién temporal de la tensién en el comd
densador, que es la reflejada a continuacion.

H{” = ”;{f} 4 [H[f”} — u-r-“ﬂ” X {_,— fr—r)'t

© UNED

U (1) es la tension en el condensador en régimen permanente v . (1,) es el valor de la tead
sion en el instante 7 = 1.
La constanle de tiempo de este circuito viene dada por:

T = Rﬁ{:‘
Estas expresiones se pueden escribir de forma general:

FO=F,0 + (f(r,) — o)) -e 0"

Donde f es la tension en los circuitos R-C de primer orden. o la corriente en los circuitos
R-L de primer orden. f(r,) es el valor de la magnitud en un instante cualquiera ¢,, f,. (1) es sa
expresion en régimen permanente (o estado estacionario), vy f.(1,) es el valor de esta funciom
para el instante ¢,
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Analisis sistematico de sistemas de primer orden

La formula anterior indica que el valor de la solucién de la ecuacion homogénea decrece con
el tiempo de forma exponencial, y que. después de transcurrido un tiempo infinito, el compor-
tamiento del circuito viene dado por la solucidn particular,

Cuando el valor de la solucion de la ecuacion homogénea se considera despreciable, se
dice que el circuito se encuentra en régimen permanente, que se denomina igualmente estado
estacionario. En caso contrario, se dice que el circuito se encuentra en régimen transitorio. La
rapidez con la que se alcanza el régimen permanente depende de la constante de tiempo que
afecta a la exponencial de la solucion de la homogénea; cuanto menor sea dicha constante,
mds ripidamente decaerd la solucidn de la homogénea, y por lo tanto se estard antes mas cer-
ca del régimen permanente.

En los circuitos eléctricos las constantes de tiempo son pequeiias (del orden de los milise-
gundos), y por tanto, la mayor parte del tiempo el circuito se considera que se estd en régi-
men permanente. El régimen transitorio s6lo serd importante en los instantes siguientes a al-
gin cambio. Este cambio puede ser una modificacién de la topologia del circuito (por
ejemplo, debido a un accidente). o bien una maniobra como la conexion o la desconexién de
un circuito. Suponiendo que esta maniobra o cambio en el circuito se efectie en el instante
t =0, el instante previo a la maniobra se denominard r = 0, en tanto que el inmediatamente
posterior se llamard t = 0",

© UNED

A partir de las expresiones de la corriente y de la tensidon en circuitos inductivos v capaci-
tivos, respectivamente, se deduce que para conocer el comportamiento de los circuitos de pri-
mer orden se necesita determinar una seric de parametros:

. Constantes de tiempo: su determinacién es muy sencilla, pues basta hallar el equiva-
lente Thévenin del circuito con respecto al elemento dindmico correspondiente, y apli-
car la formula adecuada.

2. Solucion particular o solucion en régimen permanente: en una gran parte de los casos
las excitaciones son fuentes de corriente continua o de corriente alterna. En este alti-
mo caso, s¢ puede determinar el estado estacionario mediante técnicas de andlisis de
alterna. En el caso de fuentes de cornente continua, €l tratamiento es distinto, y se
describe mas adelante.

3. Condiciones iniciales: en ocasiones no se conocen directamente, sino que es necesario
deducirlas a partir de otros valores del circuito.

La forma de determinar la solucidn particular en el caso de excitaciones de corriente con-
tinua, y las condiciones iniciales se expone en los siguientes apartados.
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Analisis sistematico de sistemas de primer orden

¢ Calculo del regimen permanente en circuitos con fuentes
cde corriente continua

La ecuacion que define el comportamiento de una bobina es:

u=L di
dt
Y la de un condensador:
!' = C‘ E‘EE
ot

En ambos casos, en el régimen permanente, las tensiones y corrientes son constantes, y por
tanto. sus variaciones en el fiemno son nulas. Por esta razon. la tension en una hohina en u
circuito de continua y en régimen permanente serd nula, al ignal que la corriente en el 04
densador.

Esto significa que, en régimen permanente v en corriente continua, una bobina s¢ compoe
ta como un cortocircuito, en tanto que un condensador se comporta como un circuito abiersa
Por tanto, en las condiciones indicadas, se pueden sustituir ambos elementos por cortocircus-
tos y circuitos abiertos, y resolver el circuito de esta forma.

e Calculo de condiciones iniciales

Las ecuaciones que definen el comportamiento de la bobina y del condensador son:

] di = du
n = L — = L —
dlr dt

L.a corriente en las bobinas, y la tension en los condensadores no pueden variar brusca
mente, puesto que esto produciria, respectivamente, una tension y una corriente infinitas. Eso
se puede comprobar observando que la corriente en las bobinas, v la tensidn en los condensa-
dores en el instante posterior a una modificacion del circuito, + = ()7, vienen dadas por:

iR LR
07y =07 )+ J uit) dt w07 = w07+ — J i) dt
L 0 C 0
En la ecuacidn anterior, las integrales son nulas. salvo que las tensiones y corrientes sean umn

impulso de Dirac.
Por tanto, se puede establecer que:

I. La tensién en un condensador no varia bruscamente en un circuito en el que no =&
producen impulsos de Dirac.

2. La corriente en una bobina no varia bruscamente en un circuito en el gque no se pro-
ducen impulsos de Dirac.

Sin embargo. tanto la corriente en los condensadores, como la tension en las bobinas si
pueden variar bruscamente.

Una vez conocidas las condiciones iniciales en bobinas y condensadores, las condiciones
iniciales del resto del circuito se obtendrin sustituyendo los condensadores por fuentes de ten-
sion, y las bobinas por fuentes de corriente, cuyos valores serdn las condiciones iniciales de
tension y de corriente.
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Obtencion directa de magnitudes que no sean variables
de estado

La expresion que da el valor de f(7) es vilida también para obtener cualquier magnitud en el
circuito, s1 bien hay que tener en cuenta dos cosas:

. Las condiciones iniciales deben ser las de + = 0, puesto gue en las resistencias las

corrientes y tensiones si pueden variar bruscamente, asi como las tensiones en bobinas
y las corrientes en condensadores.

2. La constante de tiempo es la del elemento dindmico que produzca el transitorio.

Teniendo en cuenta estas salvedades. esta expresion se puede reescribir de la forma si-
guiente, de un modo mis general.

FOy =f A+ 0"y —f.0)e °F (3.1)
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Ejercicio 10.1

El interruptor S de la figura, lleva cerrado un tiempo que se puede considerar infinito. En
el instante 1 = 0 se abre, permaneciendo en ésta posicion definitivamente. Calcilese la ex-
presi6n de la intensidad i(1) desde ¢ = 0 en adelante. : ;

: i{n
+ :-0,,_.‘* :
. s : .S." 2Q
; : 20 x4 mF

SoLucioN

La expresion de la tensién en el condensador tendrd la forma:

ity = C - u(t) = u (0 + [(0) — u (O)e "

du
dt

© UNED

Cuando el interruptor esti abierto, el circuito resultante, en el que se produce el transitorio, sera:

162

E=1V

T

La constante de tiempo tendrd la expresién T = K,,C, y dado que la resistencia Thévenin
es la asociacion en serie de las dos resistencias, ¢ = 4-3-10 =12 ms.

En régimen permanente, el comportamiento del circuito se puede representar por un cir-
cuito equivalente en el que se ha sustituido el condensador por un circuito abierto, que emula
el comportamiento del condensador en estas condiciones.

14
1
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Ejercicio 10.1

La tensién en régimen permanente u,,. coincidird con la tensién en la fuente, al no circulas
ninguna corriente por el circuito abierto, esto es, u, = E =1 V.

Para hallar las condiciones iniciales en el condensador, es necesario considerar el circuimm
existente antes de la maniobra. Puesto que este circuito llevaba en estas condiciones un tierm-
po infinito, el comportamiento del condensador en ese momento equivale, de nuevo, al de om
circuito abierto:

S -

10 l w (0)
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Y por tanto, la tension en el condensador, un instante antes de que se produzca la manio-
bra es:
(07) 2 E 2.E‘ 2/3V
u = t, = - l."
| +2 3 '
que es la misma que la que tiene en el instante inmediatamente posterior a la apertura del
interruplor.
Se introducen todos estos resultados en la expresién general de la tensién del condensador.
con lo que se obtiene la expresidn:

H=1+ 2 I -r_;-:_l I —fr
wl(t) = 3 e = 36

Para obtener la corriente en el condensador se emplea la relacién entre ésta y la corriente:

| B [V

l e—f,.rz — e ti't
34.3 9

O=c™M_ 410
W=cg =410
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Ejercicio 10.1

A continuacién se muestran las evoluciones temporales de la tensién y de la corriente en
el condensador:

0,95

0.9
L6

0,83

0.8 0.4

0,75

Tension en el condensador (V)

07 0,2

1
Corriente en el condensador (mA)

0165 | 1 | 1

|
0 20 m 60 %0 100 o 30 a0 60 %0 100
{ {ms)

#{ms)
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Ejercicio 10.2

nte continua
n Circuito activo constitido ﬁmwnenw Pﬂf fuentes independientes de corrie _ | 3 N e )
U i tencias tiene dos tenmna}es a;:cn:mhies A y B. Se sabe que: : R Puesto que es un circuito de continua, la conexion de una bobina entre A }.B equ?\a}c. en
o 2 mH 1 pe:r régimen permanente, a un Cortocircuito entre A y B, tal como se muestra en la figura sigwente:
e Si entre los termmalﬁd yﬂse cmwctaunahubtua&e cu'cua en regn’mm B

manente, una corriente de 10 A.

o Si entre los terminales A y B se cnnecta uﬂa reﬁsmncm de B ﬂ, !a pmencm que cu;rsume. _ .
dmharesmencmcsdenw b ] S :

Jlm
SC P!dﬁ : 8 i ¥ . .' E:. ey : i : i i . [“:‘
‘a)  Equivalente Thévenin dei circuito activo yisto entre. lns temﬁnales A y B

I mH
+
b) Si entre los terminales A y Bse conecta un cmdensadﬂr de 5 u’F mrgadu :mcr&lmante : ‘, 1 i
2 una tension de 15V, calcular la expresién de la corriente circulante en el mnﬂensa-
dor tomando como origen de tiempos el instante de la- canemén del candtnsadnr

SOLUCION

Puesto que el circuito solo consta de fuentes de corriente y continua. se le puede representar CE
por su equivalente Thévenin entre Jos puntos A y B. L

Por t: : ' e ¢ircul: : i i
. anto, la corriente que circula por Ia bobina ser4:

te = 'E.*.‘J"IERNF = IU

Por otra parte, si se conecta entre A y B una

resistencia de 8 €0, y ésta consume una
tencia de 32 W, la tensién entre los extremos de la resistencia serd: "
=32-8=16V
Y la corriente, por tanto:
cn B 1. = ]-'6_.!"'8 = 2 A
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Ejercicio 10.2

Rin
A !
B e | -
L ! -
He2
+
Eviy l !
e B
CE

La relaci : ambas magni i i
relacion entre ambas magnitudes estard determinada por los valores del circuito eléctrico

es decir:
E"H’.l - Rrh : 2’ = H

Esta ecuacién, unida a la anterior. proporciona un sistema en el que se puede obtener E
e

¥ Rm:
"'—"-rh - Jf-‘)r.l's 2=8

‘Em = ”}R.’h
cuya resolucidn proporciona los valores Ew=10V,yR,=1¢Q.

Una vez ut_)tcn_idos; estos valores, se puede abordar la resolucién de
problema. El circuito resultante serd el siguiente:

la segunda parte del

10
A i

{1 g

+
SuF
v {_____ Y

CE

TE

En primer lugar, se obtendrd la tensi6n en el condensador. A partir de ella, se deducira la
) , s
corriente que circula por él. De esta forma, no es necesario obtener la corriente en f07).
La expresion de la tension en el condensador tendrd la forma:

u(t) = w, (0 + [w(0) — u, (0)]e e
El valor de la tension inicial es un dato del enunciado, y vale 15 V. En cuanto a la al.:nns
tante de tiempo, se obtiene de forma inmediata, puesto que se conoce el valor de la resisten-
cia del equivalente Thévenin.
t=1-5-10 *=5 pus
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Ejercicio 10.2

En cuanto al valor final, el circuito en régimen permanente, teniendo en cuenta que se

trata de un circuito con fuentes de continua, sera:

Eh

Ry

i g (1)

CE

En este caso, la tensién en régimen permanente en el condensador coincide con el valor
de la fuente del equivalente Thévenin, es decir, w,. = u..(0) = 10 V. Por tanto, la tension en
el condensador seri:

Y la corriente que circula por el condensador serd:

© UNED

u(r) = 10+ (15 - m},f—mm.mmr: 10+ 5. ¢ 200,000

d 2
F{f} =C _M = —5.10 ':‘-[5*2{}(].{}[]0}-{%_“]'{”]" —

dt

_ 5, o 2000000

‘_}
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Ejercicio 10.3

El c1rcmtn de la ﬁgura se cncueutm el régunem permanﬂnte Se p!de s | En cuanto al condensador, la energia almacenada tiene la expresion:
al Dctenmnar R y C sabiendo que el vaﬂmctro md:ca 25 W y que el C““de“mr almaﬁ I
 cena una energfa de 100 pl. G W= Ci?
'b)  Expresion de la tension u,, en bomes del mtermptor para t = 0 cuando é&ste se all1
ent=10" La tension en el condensador serd por consiguiente:
c 2w 200-107° 8 uF
T

En cuanto a la tensién entre A y B, una vez abierto el interruptor, serd la diferencia entre
la tension de la fuente y la del condensador. La tensién de la fuente es constante ¢ igual a
5 V. en tanto que la tensién en el condensador tendri la expresion:

u(t) = u (1) + Lu(0) — u (O)]e "

Puesto que en el circuito resultante tras la maniobra, que se muestra a continuacion, no
hay ninguna fuente de tensién que alimente al condensador, su tension en régimen permanen-

te es nula.
SoLucion
La potencia que indica el vatimetro es la consumida en la resistencia. Por tanto:
et 25 #
P = — = —
R C
25
R=—=10Q
25
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Ejercicio 10.3

En cuanto a la constante de tiempo, serd el producto del valor de la resistencia por el del
condensador, es decir = R-C=1-8-10"" =8 ps.
La tensién inicial serd Ja tensién de la fuente, ya que era la tension aplicada antes de la
maniobra, como ya se ha indicado.
Por consiguiente, la tension en el condensador serd:
() = 5. 125000

Y la tension entre los dos terminales del interruptor sera:
Ugy = 5 -5.¢ — | 25000y

Tension en el condensador (--), ¥ en el interruptor (-}

3 ~ e 1
0 ] 1 ] i el it T
0 0,5 | 1.5 2 2.5 3 1.5 4

2 103

© UNED Analisis de circuitos en régimen transitorio. Circuitos de primer orden | Pagina 162



Ejercicio 10.4

El interruptor § lleva cerrado un tiempo que se considera infinito. En el instfmtc 1=10 se
“abre S y ya permanece en dicha posicion definitivamente. Hillese la expresion de u(7) e
i(t) para t = 0.

=0

10 411

yis o 6 mH
LAY ImF . u

SOLUCION

De nuevo se trata de un circuito con dos elementos dindmicos que, una vez efectuada la ma-
niobra, se convierte en dos circuitos de primer orden. En esta ocasion, las variables tomarin
las siguientes expresiones:

i = i, (1) + [i0) — i, (O]-e "
W) = u, (0 + [w(0) —u, (0)]-e "

© UNED

Las condiciones iniciales se tendrin que obtener a partir del circuito inicial, con aml:lJ
elementos dindmicos representados por sus equivalentes en régimen permanente de continua

202

402 ()
I
{1 L f ]
+
BV 3 mF u (0) e omH
La comente inicial #{(0) tendrd el valor:
36
M =——=6A
© 244

Y la tensidn u(0) en el condensador puede obtenerse de la siguiente manera:

4
hHh=—-: =
u(() 2 1 a 3I6=24V
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Ejercicio 10.4

Nétese que, por estar la resistencia de 3 Q en paralelo con un cortocircuito, la tension en
el condensador es la misma que la que estd aplicada en la resistencia de 4 Q, que por estar en
serie con la de 2 € puede hallarse mediante la férmula del divisor de tensién.

Las constantes de tiempo de ambos circuitos se obtendrdn de los circuitos resultantes. FI
circuito de la bobina serd:

30 6 mH

que tiene una constante de tiempo 7, = 6-10" /3 = 2 ms. Adviértase que la resistencia de
4 € no interviene en este circuito (ni en el del condensador, claro estd) puesto que por ella no
circula ninguna corriente.

En cuanto al régimen permanente en este circuito, serd nulo, ya que no hay ninguna fuen-
te en este circuito,

Por tanto, la expresién de la corriente que circula por la bobina serd:

i) = 6.e 500

Corriente por la bobina
f T T T T

1 1 1
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01
I(s)

El circuito del condensador, una vez efectuada la maniobra, queda como sigue:

28

EIRY ImF | ¥
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Ejercicio 10.4

En este circuito, la constante de tiempo serd t=2-3-10 " = 6 ms. La tension en régi-

men permanente del condensador coincidird con la tensién en la fuente, es decir, u, = 36 V.
Por tanto. la tension en el condensador seri:

u(t) =36 + (24 — 36)-¢ 'O
La evolucion de esta tension se muestra en la figura siguiente:

Tension en el condensador
40 T T T T T

35k .

-

20 -

L -k . 1 i i
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 03
fix)
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Ejercicio 10.5

El circuito de la figura P14.1 se encuentra en régimen permanente. En un
instante dado, que se toma como origen de tiempos se cierra el interruptor S. Hallar la

intensidad i(r) para 1 > 0.

© UNED

R|=3Q i

—

Figura P14.1

Solucion
i(1) = i(1) + [i(0") - :'m{{}**]]ea-"”r
La respuesta de régimen permanente, i.(f) se calcula

RI=3Q ;
—

—%uﬁ -1n, +[l +%JHC =2

1 1
-—(l+5]uA +(l+§-}lc =2

de donde, al sustituir us = 6 V, se obtiene uc = 15/2 V. Conocidas las tensiones de nudo se
determina i.(f) = -1/2 A = i,(0%).
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Ejercicio 10.5

Ri=3Q ; Ri=3Q jo)
—
ir(00) Ri=1Q
- 1+
r=20|| L=2a(})
Ri=3Q i(0")
W) p me=10
A ) — It
+)U,=6V
R.=20|| L=2A D
S
0

© UNED

Para hallar i(0*) hay que determinar primero iz(0"). En 7 = 0™ el circuito estd en un
régimen permanente de continua por lo que, de nuevo, la bobina se trata como un
cortocircuito. Ademds el interruptor estd abierto, por lo que la rama donde estd la fuente de
tension se puede sustituir por un circuito abierto. Queda el circuito de la figura
SP 14.1b, en el que al aplicar el concepto de divisores de intensidad se tiene

. R 1
i0)=—2—1 =
(0 R+R, " 1+3

2=0,5 A

Una vez determinada iz(0") se pasa al instante t = 0" en el que se cumple ir(0") = i(0").
Si se aplica la regla de sustitucién, para ese instante, la bobina se puede sustituir por una
fuente de intensidad de valor iz(0"), tal como se hace en la figura SP 14.1c. Se tiene, asi, un
circuito resistivo en el que se determina i(0"), por ejemplo mediante el método de andlisis
por nudos. Se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente, para los nudos B y C (la ecuacion
del nudo A no es necesaria ya que u, es conocida)

(%H)ua -1y, =0,5
—%u,\ —1.u3+[1+%)uc =2

de donde se deduce ug = 14/3 V y uc = 13/2 V. Conocidas las tensiones de nudo se halla
i0H=-1/6 A
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Ejercicio 10.5

Rl=3Q i

Ri=3Q

© UNED

Por dltimo, hay que determinar la constante de tiempo del circuito. Para ello, se anulan
las fuentes independientes y se determina la resistencia de entrada del dipolo conectado a
la bobina. Se muestra este dipolo en la figura SP 14.1d, del que se deduce, por simple
inspeccidn,

R _&'(R|+R3)_2(3+1) =_A:Q
eql-1' — =
Ry +R+Ry 2+3+1 3

La constante de tiempo del circuito es

L 5 15
"3 % OY=-16 A  iN=-12A

T=

Reql-l'

i(f) = ix(t) + [{(0%) — ix(0")]e "

i(r]=—l+(—l+l}“4f“5=_l+lev4ms A
a 6 2 I
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Ejercicio 10.6

En el circuito de la figura P14.2 el condensador estd descargado. En un instante

dado, que se toma como origen de tiempos, se cierra el interruptor S; que permanece
cerrado para todo instante posterior. Cuando la tensién en el condensador, «, alcanza 100 V

se cierra el interruptor S;, que permanece asi hasta que la tensién u desciende a 90 V, en
cuyo momento se vuelve a abrir.

Determinar la forma de onda de la tensién u(f) para t > 0, supuesto que se repite
ciclicamente esta operacién de cierre y apertura de S,.

Ri=10kQ Ry=25kQ

Solucion
i(1) = i) + [i(0) — i(0")]e "
La respuesta de régimen permanente, i.(f) se calcula

Ri=3Q

—%uﬁ -1n, +[l +%JHC =2

1 1
—(l+5)uA +(l+§-}lc =2

de donde, al sustituir us = 6 V, se obtiene uc = 15/2 V. Conocidas las tensiones de nudo se
determina i.(f) = -1/2 A = i,(0%).
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Ejercicio 10.6

== =R eSOl Ry =125k
U=120V l
C=10 WF== |u Sz]

] a) a) Primer transitorio. S| cerrado y S> abierto.

R1=10kQ R2=2,5m

Sy

Una vez cerrado el interruptor S, en ¢ = 0, se tiene el circuito de la figura SP 14.2a. En
éste se produce un transitorio para el que la tensién u(r) viene dada por la expresion

u(t) = ust) + [u(0") — u(09le™’* [14.108]
donde, de manera inmediata, se tiene

uL(t) = 120 V; w(0) =0V; u(0")=120V; 7= R,C = 0,1 s. Si se sustituyen estos
valores en la expresion [14.108] resulta

u(t)=120(1-e ™) v
La tension u vale 100 V en un instante #,, tal que

100 = 120(1 — e ~'0)

de donde, 1; = 0,179 s.
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Ejercicio 10.6

Ri=10kQY R;=2,5k)

b) Segundo transitorio. S\ cerrado y S; cerrado
R1=10kQ R2=2,5m

En #; se cierra el interruptor Sy, con lo que se tiene el circuito de la figura SP 14.2b. Se
produce un segundo transitorio con la condicién inicial

utyH=ult,)=100V

Si se hace un cambio de variable, de forma que ¢' = 1 - 1, lo que implica que u(r = 1)
= u(t' = 0), la tensién u esta dada por

R] = 10 k(2 Rz — 2,5 kQ2 u(t') - um(t') + [u(t' - 0‘) o uw( '= 0’)]e_l'/r‘ [14.109]

Se conoce del transitorio anterior

u(t'=0"=100V

El valor ux(t") se determina mediante el circuito de la figura SP 14.2¢ en el que el

c) condensador se ha sustituido por un circuito abierto, ya que, en ¢ = o, se tendrd un régimen
permanente de continua. Mediante divisores de tensién se obtiene

Ry 2,5.10°

- = ——s 7120=24 V
Ri+Ry * 10.10°+25.10
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Ejercicio 10.6

Ry =10kQ R:=25kQ
Ri=10kQ R;=25kQ Para determinar la constante de tiempo se anulan las fuentes independientes del dipolo

conectado al condensador, con lo que se obtiene el circuito dado en la figura SP 14.2d. La
S, ! resistencia de entrada de este dipolo es
u S |S T 4 3
I | Ry = R -R, 10.10 -2,53.10 _216° O
R, + R, 12,5.10
. d)

La nueva constante de tiempo es
r'=ReC=210"s
Si estos resultados se sustituyen en la expresion [14.109] se obtiene
W(e') = 24 + (100 - 24)e "% = 24 4 76.6
La tensién u alcanza un valor de 90 V para un valor 1'; tal que
90 = 24 + 76¢2

de donde ', =0,00282 s, o bien, 1, =1; +1'2 20,182 s
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Ejercicio 10.6

YT R =10kQ Ry=25k€
i

R1=IOkQ R2=2,5kﬂ

S2 \

|
=

c) Tercer transitorio: S; cerrado, S; abierto

Se tiene, de nuevo, el circuito de la figura SP 14.2a, en el que se produce un nuevo
] a) transitorio. Si se hace 1" =t — f, la tensién u estd dada por

u(t"™) = uo(t") + [u(t"=0") —ui t"=0")Je " ¥

con los siguientes valores:

(V1 u())
100 u(tn=0+)=90v
o //\//\//\ um(t") G ua,(t" L 0+) =120V
/ " =7=RiC=0,ls
80 v
/ de donde resulta
60 E .
/ u(t") = 120 + (90 — 120)e™™"
40 / - —
El tercer transitorio acaba al cerrarse de nuevo el interruptor Sy, cuando u = 100 V.
‘ Esto sucede en un instante ¢ "3 para el que se verifica
20 =
" ¢ ’ 100 = 120 - 30¢ 1073
0 0,05 0.1 0,15 0,2 0,25 [s] 03

estoes, 1"3=0,0405s,obien, 3 =1, +1"3 0,223 s
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Parametros de un cuadripolo. Matriz de impedancias a

circuito abierto.

m Las tensiones e intensidades en los terminales de entrada v salida del cuadripolo (i, 1y, 22
v us) corresponden a las de la figura 5.2 con las referencias dadas en esta figura.

m Siempre que no se indique lo contrario, con el término cuadripolo nos estaremos refiriendo
a un cuadripolo pasivo en el que todos los elementos que contiene son pasivos, lineales e

invariables con el tiempo.

I in
1 o—m—F ——o 2
u ]
1 ——u 2

Figura 5.2

Matriz [Z] de impedancias a circuito abierto.

ty . VATRVAD: i
uy )\ Zoy Zan )\ ia
i1 i2

T el o [
@ | el @ | ()
L

)

[u] = [Z][d] (5.4)

OB RINONOR

(@) = (b) + (c)

Figura 5.3

© UNED

El elemento Z; es la impedancia de entrada del cuadripolo [con su salida| a circuito
abierto, v su valor viene dado por la relacion:

Th
Zn=—

1

12=0

El elemento Z5; se denomina impedancia de transferencia directa a circuito abierto,
v s valor viene dado por la relacion:

" liz=0

El elemento ;5 se denomina impedancia de transferencia inversa a circuito abierto,
v su valor viene dado por la relacion:

Liq

Lig = —
1-

3
ip=0

= 1

El elemento Z,, es la impedancia de salida del cuadripolo [con su entrada| a circuito
abierto, v su valor viene dado por la relacion:

o

22'2 = -
L

i1 =10

Relacion entre los parametros

Z] =[]

Parametros y matrices que los representan. Cuadripolos elementales | Pagina 175



Ejercicio 11.1

Calcular la matriz de impedancias a circuito abierto del cuadripolo de la figura 5.4.

Ry (Ry + Ry) . iy Ry (Ry + Ry)
R u = | 5—5—5 +Ha| i —+ Zy=— =i+ 5—F——
W\} RJ+R2+R..] 19 _— R[-I-R:g-l-ﬂ.t
1 R, R s y
o o ?I-g:RgiG-FR:gi]
Ra Mediante el divisor de intensidad:
e o 3 B L I
Figura 5.4 “ R, +R.+ R, !
luego
Los elementos de la matriz [Z] de impedancias a cirenito abierto del cuadripolo pueden ealeu- o Ry B, R\ i A 2 — R By Ry
i S i L X lig B s+ R + fig | 1y — 21 - 3+ TR,
larse analizando dos circuitos. El primero corresponde al circuito de la figura 5.5.a en el que los 1+ fip + fiy Y . 1+ fia +

terminales de salida estan a circuito abierto, es decir, cuando iy es igual a cero, Analizando este
circuito se tiene que:
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Ejercicio 11.1

U= L4 RB Lz iZ

G ———— Ot

Figura 5.5

El segundo circuito que hay que analizar es el circuito de la figura 5.5.b en el que ahora es la
entrada la que esta a circuito abierto v, por tanto, 7, es nula. De la misma forma se llega a que:

Ua B [R| + Ri}
S I R A >
}r
; Uy R, R,
Zon = E__O_R3+ R, + Ry + R,

© UNED

Con lo que la matriz de impedancias a circuito abierto del enadripolo es:

Ry (Ry + Ry) R, R,
Rog—ti2 T 1) Rov 12
St R TR, ST R IILE R,
2] - 59)
Ry R, Ry (Ry + Ry)
Rig— 172 Ro v 20T )
St R TR, ST R EILE R,

A continuaciém, vamos a comprobar este resultado obteniendo los cuatro parametros directa-
mente a partir del analisis por mallas del cuadripolo. Considerando el cireuito de la figura 5.6 con
las intensidades de malla indicadas, se puede ver que hay dos intensidades de malla que coinci-
den con las intensidades ¢, e i del cuadripolo. Asi, las ecuaciones del andlisis por mallas de este
circuito son:

U = {R| +R3}4‘:] +R3i2—Rl?:3
s = Raig + (Rz + R:g} s + Ra i3
0= —Rii1+ Rais+(Ry+ Ry + Ry)ia

De este sistema de ecuaciones hay que eliminar la variable i, lo que se consigue despejandola
de la tercera ecuacion y sustituyendo la expresion que se obtiene en las otras dos ecuaciones (si
este proceso lo hace expresando las ecuaciones de forma matricial, vera que simplemente se esta
haciendo la reduccién de Kron). Asi:
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Ejercicio 11.1

Riiy — Raia
o R1+R2+R.1

3

Sustituyéndola en las otras dos ecnaciones:

Ry, — R
= (R + Rs)iy + Ryiy — Ry m
‘ _ Biiy— Rais
up = Hziy + (Ra+ Rs)ia + Ry m

Y operando se obtiene finalmente:

R]+R2+

© UNED

e oy DBt R\ Sf
‘T ST RIf R+ Ry ST R+ R+ Ry

) |

R R, . Ry (R, + Ry)
Ua = (R:g + —R]) iy + (R;-} + —R| n R? n R,t

)

Como se ve, este sistema de ecuaciones corresponde a la ecuacion (5.4), sus coeficientes son,
por tanto, los elementos de la matriz [Z] del cuadripolo y, como era de esperar, coincide la matriz
obtenida antes (5.9).

Figura 5.6

12

i
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Parametros de un cuadripolo. Matriz de admitancias a

cortocircuito.

Matriz [Y] de admitancias en cortocircuito.

i (Yu Yo [(w .
in |\ Yo Yo g '

+u [\f] Uz (—t U Wy T u [Y] [Y]

(a) = (b) + (c)

n El elemento Y, es la admitancia de entrada del cuadripolo [con su salida] en corto-
circuito, v su valor viene dado por la relacion:

i i |
Yin=—
| )

uz=10

(5.14)

s El elemento Y5, se denomina admitancia de transferencia directa en cortocircuito, y
su valor viene dado por la relacion:

?Q'

Yor = —|
Uy |

uq =10

(g
fa—
o
L

© UNED

» El elemento Y5 se denomina admitancia de transferencia inversa en cortocircuito, vy
su valor viene dado por la relacion:

. i1
12 = ——
tho

u1 =1

n El elemento Y2 es la admitancia de salida del cuadripolo [con su entrada] en corto-
circuito, v su valor viene dado por la relacion:

Relacion entre los parametros

Z] =[]
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Parametros de un cuadripolo. Matriz de parametros

hibridos.

Matrices [H| y |[K| de parametros hibridos.

wy \ [ Hyy Hys 1\ iy
(i) = (o nz) - (i) =m-(2)

I

’:H
i(jl uy H]
L

Relacion entre los parametros

[H] = K]

© UNED

n El elemento Hyy es la impedancia de entrada en cortocircuito, su unidad es, por tanto,
el ohmio v su valor viene dado por la relacion:

Hy,=—
:.

uz=10

m Fl elemento Hs; se denomina relacidn de transferencia directa de corriente en cor-
tocircuito, es adimensional v su valor viene dado por la relacion:

19
H’l= —-

“lus=0

s El elemento H,; se denomina relacion de transferencia inversa de tension a circuito
abierta, es adimensional y su valor viene dado por la relacion:

1y
His= —

(5.21)
2

i =0

s El elemento His es la admitancia de salida a circuito abierto, su unidad es {1-! vy sn
valor viene dado por la relacion:

o
[zt
S}
—
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Parametros de un cuadripolo. Matriz de parametros

hibridos.

Matrices [H| y |[K| de parametros hibridos.

’fj o I'L-J 1 IC'LF['_J ] 151 o h] ] iy
up |\ Ky Ko in ) ! L2
i + U+ [K]

Uz "/-*q\' I

I =2

Relacion entre los parametros

[H] = K]

© UNED

[l |

L

El elemento K, es la admitancia de entrada a circuito abierto, su unidad es 27! v sn

valor viene dado por la relacion:
. 11 |
_!rl 11 — —|
Uy |
iz=(

i
\

5.

24

)

El elemento K5, se denomina relacion de transferencia directa de tensidon a circuito

abierto, es adimensional v su valor viene dado por la relacion:

. |
Ky = —|
Uq |

! in=0

T

ot
p—

El elemento K5 se denomina relaciéon de transferencia inversa de corriente en cor-

tocircuito, es adimensional v su valor viene dado por la relacion:

; 1y
K= —
[

|J|=[]

[
\

5.

26

)

El elemento K55 es la impedancia de salida en cortocircuito, su unidad es el ochmio v

su valor viene dado por la relacion:
. Uz
P\Q-_? - -
i

" lup=0

o
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Ejercicio 11.2

Calcular la matriz [K] de pardmetros hibridos del cuadripolo de la figura 5.9, sabiendo que el
amplificador operacional es ideal.

2000
. A A > 100 Q
2k0
800 Q§
1kQ
Figura 5.9

La forma mas sencilla de obtener los parametros hibridos K es analizando dos circuitos, cada
unc de los cuales corresponde a hacer cero una de las dos variables independientes v, e 1. Con
estos dos circuitos se calculan las relaciones dadas en la ecuaciones (5.24)—(5.27).

Suponemos que el amplificador operacional esta funcionando en la zona lineal, El primer cir-
cuito corresponde a considerar la salida del cuadripolo a circuito abierto (i = 0), con lo que €l
circuito a resolver es el circuito de la figura 5.10. De esta forma la tension en el nudo A (terminal

no inversor del AO) y la intensidad de entrada son:

Uq ) 800w,  4duy
T

© UNED

En la malla de la realimentacion, como la tensiom en el nudo B (terminal inversor del AO) es
la misma que la que hay en el nudo A, se tiene que:

Uf 4 Uy
~ 1000 5000

Luego la tension en la salida del cuadripolo es:

2000 o A 2
== 500" s T s
Con lo que los parametros Ky, v K2 resultan:
f[ Ua 12
K,=— = ——=1m! 4 Kyy= = = —=24
-, oo y ST
g = =

Figura 5.10
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Ejercicio 11.2

El segundo circuito corresponde a considerar la entrada en cortocircuito (1, = 0), lo que se| De esta forma, la matriz |K] de pardametros hibridos del cuadripolo de la figura 5.9 es:
muestra en el cireuito de la fisura 5.11. A la vista de este circuito, para que se cumpla la Segunda

Lev de Kirchhoff en la malla de la entrada, la intensidad i, s6lo puede ser cero y, por tanto, las 0-3 0
tensiones en los nudos A v B son también nulas. Si la tension up es cero, la intensidad 4, por la (K] = ( )
malla de la realimentacion también es nula, lo que hace que la tension de salida del AQO, 1wy, sea 2,4 100

también cero. De esta forma:

ir=0 ¥y  uy=1004y

Con lo que los parametros Ko v Ko somn:

- o
=10 ¥ h-}z = —
3]

= 100 €2

uy=0

Figura 5.11
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Parametros de un cuadripolo. Matriz de cadenay cadena
Inversa.

Matrices de cadena [A] v de cadena inversa |B]

1y .f-’ljl .11-_3 Lo | Lo
( i Asp Ax ) I ( —ig ) = 4] ( —is )
_ _
I [A] Uz Uy [A]
(a) (b)

Relacion entre los parametros

An
Ag

© UNED

)

(BH —Bm)“
—Bs1 B

[ ]

]
o

s Con la salida del cuadripolo a circuito abierto (figura 5.12.a) se obtienen los dos elementos
de la primera columna v sus valores vienen dados por las relaciones:

A= —| hJ Ay = —
Uzl ta
iz=0

1 | i

iz=0

Como se ve, el parametro A, es adimensional v el parametro As; es una admitancia por lo
que su dimension es 1.

n Con la salida en cortocirenito (figura 5.12.h) se obtienen los dos elementos de la sepunda
columna v sus valores vienen dados por las relaciones:

uy | |
¥ _-"-1-_},-) =

_-""1'_2 = | |
—12a| —1a|
o =1} wa=I0
Como se ve, el parametro As» es adimensional v el parametro A,; es una impedancia por lo
que su dimension es ).
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Parametros de un cuadripolo. Matriz de cadenay cadena

lnversa.

Matrices de cadena [A] v de cadena inversa |B]

u; \ [ B Bp ty o Uy
()= (o) () -m ()

L4 [B] Li»

[E]

(a)

Relacion entre los parametros

.-"'1“ .*1[-3 _ BJ] _BJE -
_-"'13] .‘12-3 _B'QJ BQQ
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(b)

[k |
[l
—_
o

Uz

» Con la entrada del cuadripolo a circuito abierto (figura 5.13.a) se obtienen los dos elementos
de la primera columna v sus valores vienen dados por las relaciones:

U f.-g
By, = — ¥ By = —
waf 1y

iy =0

(5.32)

i1=0

Se ve que el parametro By, es adimensional v el pardmetro Bs, es una admitancia por lo
que su dimensién es 21

» Con la entrada en cortocircnito (figura 5.13.b) se obtienen los dos elementos de la segunda
columna v sus valores vienen dados por las relaciones:

g | iz
Bz = —| ¥ By = —
—11 —1I

wy =0

(5.33)

uy =0

Siendo el parametro B, adimensional v el parametro By, una impedancia por lo que su
dimensién es {1,
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Ejercicio 11.3

Calcular la matriz de cadena del cuadripolo de la figura 5.14 y la expresion de la ganancia de
tension a circuito abierto. A continuacion, y para la aplicacion numérica dada en la misma figura,
si se conecta en su entrada una fuente de tension alterna de 12 V y pulsacion 100 rad/s, calcular
el valor de la resistencia que, conectada en la salida, consume la mdrima potencia y el valor de
esa potencia (realizar estos cdleulos utilizando la matriz de cadena obtenida).

R L
. YL,
NV Ri40
—_— ¢ L =30 mH
C=25mF

Figura 5.14

Con la salida del cuadripolo a circuito abierto (iz = 0) se calculan los parametros Ay y Ag
con (5.29). Asi, analizando el circuito de la figura 5.15.a, se tiene que:

1
_ €D, __™ _M 4 Re
EIQ—R 1 ul—1+RC\,D —r .41[—.u2-_n—]+RCD
oD u
“_.-
1 i
?Ig=@l1 —F —12|—£._ =0CD

i R Ls i R Ls 3
AN AN e
! — oo s
5 5
- 1'e o
(a) (b)

Figura 5.15

El segundo circuito que hay que analizar, para obtener los parametros A5 v Ay con (5.30),
es el circuito de la fisura 5.15.b en el que la salida del cuadripolo esta en cortocircuito (s = 0).

Mediante el divisor de intensidad se tiene que:

1
__?'l oz .
: cD ~ _ “ A, — L — CD?
tg = LD 1 _]+LCD2 —¥ ‘—122— _2? i —1+.[.CD
. _|_E 4=
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Ejercicio 11.3

Y como:

—=R+
i
Se obtiene que:
) . LD
Uy = —1ia (1 + LCDZ\ﬁ (R + m

o
— Ap = —
ug=0

De esta forma, la matriz de cadena [A] del cuadripolo es:

1+ RCD R(1+LCD*+ LD

4] =

oD

1+ LCD?

(Que también puede escribirse en funcion de la pulsacién w como:

1+jwRC R(1-LCW*)+jwL

4] =

© UNED

JwC

1 — LCw?

=R(1+LCD*+ LD

Para una pulsacion w igual a 100 rad/s v para los valores de los tres elementos dados en la
fipura 5.14, la matriz de cadena del cuadripolo es:

1+ 1433
4] =
0,25 0,25

Para aplicar el teorema de la méaxima transferencia de potencia, hay que calcular la impedancia

equivalente Thevenin del circuito visto entre los terminales 2—2°, lo que corresponde a resolver el
circuito de la figura 5.16.a. Asi, a partir de la matriz [A]:

Uy 2_4]] 1!2—_4]21:2:'] — _4111122‘4|2'1‘-2

De donde:

12 Aja 1+3j3
Zrp = — =

— == —=2+7]
s Ay 1+ J

Conforme al teorema de la maxima transferencia de potencia, en este caso la resistencia R,
que conectada entre los terminales 2 v 2’ consume la méaxima potencia es:
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Ejercicio 11.3

Rn=2Zrn=vV2+1=v50Q

Una vez conectada esta resistencia, se tiene el circuito de la figura 5.16.b. Utilizando nueva-
mente la matriz de cadena del cuadripolo, se tiene que:

1200° — (1+4)-up =33 ia = (1+3)- (V- (=iz) ) = (1+33) i

Con lo que la intensidad en la resistencia 1, es:

_ _ 12[0%
b = —l2 =
’ (1++/5) +j (3+V5)

Y la potencia consumida por esa resistencia es:

=1,05/ —58,3" A

1 2 12 o, 2 12
—n—‘—‘ +|:>—u— —o—d—|
[A] [P w1200 Jm [A] lw V5 0
(a) (b)
Figura 5.16
© UNED

Parametros y matrices que los representan. Cuadripolos elementales

Para comprobar este resultado, vamos a resolver ahora el ejercicio analizando el circuito de
alterna de la figura 5.17. La impedancia equivalente Thevenin vista entre los terminales 2 v 2" v
la resistencia que consume la méxima potencia son:

(—j4)-4

Zirp =
=T

+i3=2+7] — R,=Zr,=vV5Q

Con esa resistencia I?,, conectada en la salida, la intensidad que suministra la fuente es:

12/ 0”
(—i4)-(V5+33)
V5

Y mediante el divisor de intensidad, la intensidad que cireula por esa resistencia es:

—1,194|7.6°

iy =
4+

4 _
imzﬁj .1,194[7,6° — 1,05 —=58,3° A
5

(Jue, como era de esperar, coincide con el valor obtenido antes utilizando la matriz de cadena

[A] del cuadripolo.
i <
1
+
12 @6,;

Figura 5.17
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Cuadripolos elementales. Cuadripolos reciprocos

Se dice que un cuadripolo es reciproco cuando se verifica el teorema de reciprocidad aplicado a sus dos puertas.

I P o—]
is Cf} C U2z Usp C 'iﬁ‘? Is
a7 I
(a) (b)
Figura 5.18
(71 = Z1z
Yoy =Yoo
Reciproco: 1§ H_gl N —le-_: (5.46)
Ky =Ky
Ay Aspm — Agg App=Ax =1
Byy Byy — By By = Ap =1

Este conjunto de ignaldades (5.46), permiten deducir que para definir un cuadripolo reciproco
mediante cualquiera de sus matrices de definicion solo son necesarios tres de sus parametros.
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Cuadripolos elementales. Cuadripolos simétricos

Se dice que un cuadripolo reciproco es también simétrico cuando al intercambiar sus dos puertas, de tal forma que la entrada sea
salida y la salida pase a ser la entrada, no se ve afectado el resto del circuito

CR

Fienra 519

Simétrico: (5.46) y

4

:"’ ‘\ B
i} Lz Uzl & CR {t}? Ll
FER T . :

[ Zy = Zm
Yi1 = Yo
H'.J
Ky
Ay = Aso
By = B

Con estas condiciones de simetria, (5.50), v como todo cuadripolo simétrico es también reci-
proco, se puede deducir que para definir un cuadripolo simétrico por cualquiera de sus matrices
de definicion solo son necesarios dos de sus parametros.
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Parametros y matrices que los representan. Cuadripolos elementales | Pagina 190



Cuadripolos elementales. Configuraciones basicas

¢ Dipolo en paralelo. ¢ Dipolo en serie.
w, = Zi,+ Z i, 7 7 iv= Yu —Yu, vy
2-(% %) (% )
Uy = Ziy + 2 i Z Z ip= —Yu +Y uy -Y

n-(%8) o we(T) we(30) | me(20) v w0 we(3))

=
ﬂﬂ—$
M|
ud—I
=
5]
=
-y
o ol
=
X7
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Cuadripolos elementales. Configuraciones basicas

¢ Cuadripolo en L v cuadripolo en [

b Z; 2
U1J Z, Lz
"o o ¥

© UNED

e Cuadripolo en L invertida v cuadripolo en I' invertida.

Como en el caso anterior, con estas matrices se deduce que estos dos cuadripolos son reciprocos
pero no son simétricos,

=
-
M~
=
ra
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Cuadripolos elementales. Configuraciones basicas

e Cuadripolo en T.

uy = (Zy+ Zs)iy + Zyiy
Uy = Zaiy + (Zo + Z3) i

. 27
I+ Lo+ —
ZS
1 Z,
Zy

© UNED

¢ Cuadripolo en II.

Za+Zc —1
f i, = [?s + }_;C'_] Hy — }_;C' a2 Ya+Ye —Yo Zs Z{ Z{.
; ]~
in= —You,+ (Y + Ye)us ~Ye Yp+ Yo -1 Zg+Zc
Zy+ Zs Zc 75 Zc
(Zp + Zﬁ-.:-.] Za ZaZp
f..-s + zrs + f{:' fs + _"H + _'f
7] =] =
ZaZp (Za+ Zc) Zr
f_.-s + zr; + f{'.' Z-s + _"H + _‘c-
7 3
1+ — VA
Zp
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Cuadripolos elementales. Configuraciones basicas

¢ Cuadripolo en celosia o en X. Teorema de Bartlett.

La impedancia Z; se denomina impedancia directa v Z. es la impedancia cruzada.

. . - Como un enadripolo simétrico v, por tanto, reciproco queda definido por dos de sus parametros
Ze + Za Ze — Za v como el cuadripolo en X simétrico contiene so6lo dos elementos distintos, se deduce que, en general,
7] 2 2 cualquier cuadripolo simétrico puede representarse por un cuadripolo en X simétrico.
7. -7, 7.+ 27 Esta propiedad da lugar al teorema de Bartlett que dice que todo cuadripolo lineal v pasivo
5 5 que tenga simetria fisica puede representarse por un cuadripolo en X simétrico cuya impedancia

directa es la impedancia de entrada en cortocircuito del multipolo que queda al cortar el cuadripolo
original por su eje de simetria, v cuva impedancia cruzada es la impedancia de entrada a circuito
abierto de ese mismo multipolo mitad. En la fipura 5.27.a el cuadripolo CS es un cuadripolo
simétrico con simetria fisica v en la fipura 5.27.b se visualiza el teorema de Bartlett.

. 2 L R .
cs cs cs cs
2 7] 7. "' 2 7 ’_’ 2
1o o2 1"a— 1"e——
(a) (b)

-

Figura 5.27
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Ejercicio 11.4

Sea un cuadripolo

1,025 50
[A] - K —3 E
1,0125- 10 1,025

Se pide calcular: (a) ;Es reciproco?, ;es simétrico?, justifigue su respuesta. (b) La ganancia de
tension iy la impedancia de entrada a circuito abierto. (b) Su impedancia caracteristica. (¢) La ate-
nuacion en decibelios. (d) La ganancia de tension y la impedancia de entrada cuando el cuadripolo
estd cargado con su impedancia caracteristica. (e) Disenar su cuadripolo en I1 equivalente.

(a) El cuadripolo es reciproco, va que el determinante de su matriz de cadena [A] es igual a 1,
v ademés es simétrico porque los parametros A, v A, son iguales.

(b} A circuito abierto (i = 0), la ganancia de tension es:

GU=_

iz=0

En estas mismas condiciones (i; = 0), la impedancia de entrada es:

— U
Zl = —

1

An 50

T 1012,35 0
Ay 10125-10-9 -

ot

1a=0

Laimpedancia de entrada es resistiva va que el cuadripolo, nos dicen, solo contiene resistencias

© UNED

formado tnicamente por resistencias del que se conoce su matriz de cadena:

(¢) Como el cuadripolo es simétrico, su impedancia caracteristica es también resistiva y su
valor es (ecuacion (5.80)):

1,025

- A
7,12 _ [in — 222,20
R A, \1.0125-102 '

En cuanto a la relacién entre las tensiones de entrada v de salida:

iy ig
- = -"411 - Al? -
o o

wy = Ay ug — Ajais —+
e introduciendo la definicion de impedancia caracteristica, se obtiene que esta relacion es:

1y

Us

A U
=A +—= =z —* L
Z

T
Zo C 2

5
— 1,025 —1,25
e R

Zo

Como el cuadripolo es simétrico este valor también se puede obtener aplicando directamente
la ecuacion (5.81):

1

Us

— A+ /AZ —1=1,025++/1,0252 —1=1,25

Ze

Con lo que la atenmacion en decibelios es:

U1
f-udjjrg =20 log (

L]

) = 20log1,25=1,938 dB
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Ejercicio 11.4

(d) Cuando el cuadripolo tiene conectada en su salida su impedancia caracteristica, la ganancia
de tension es la inversa de la relacién de tensiones del apartado anterior:

Uy
G‘{' = —

Uy

Ze
En cuanto a la impedancia de entrada, ésta es:
iy

7y = —

El

Appug — Appip

. Asius — Amia
el

Como el cnadripolo esta cargado por su impedancia caracteristica, la relacion entre u, e is es:

Ua = —Z(__‘ Ej

que sustituida en la ecuacion anterior v dando valores se obtiene finalmente:

— ;‘1“ Z(j‘i-z — “1|?'1'-2 - J‘q” ZC_‘ + ,412 B
_‘4‘2| Z(..' :2 - A*zz 3*2 .‘1.21 ZC_‘ + ."122

(I
z-n

i

Fifel

1,025 - 222,2 + 50 199 90
T 1,0125-10%.222.2 + 1,025 T

Este resultado es el esperado va que corresponde a la definicion de impedancia caracteristica.
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(e) Como el cuadripolo es reciproco y simétrico se puede representar mediante un cuadripolo
en I que también es reciproco v simétrico cuyos valores se pueden calcular mediante dos de los
cuatro parametros de su matriz [A]. A partir de la matriz de cadena del cuadripolo en I1 dada por
la ecuacion (5.70) se tiene que:

Re
1:1“ = ]_+R—H = 1.025 R{1=RH=2[]GUQ
—¥
Re— 500
Ap= RBe =50

En la figura 5.33 se muestra este cuadripolo equivalente. Con él (considerandolo como un
circuito eléctrico) compruebe todos los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

1 50 O 2
MV

2 kO

2k0

T r

Figura 5.33
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Tema 12

Asociacion de cuadripolos.
Cuadripolos no reciprocos
y cuadripolos activos
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Asociacion de cuadripolos

Conexion en cascada.

Uqa . Upy
- iu? j‘ﬁl

[ laz I b2
o —f———

Uazl Jum Cy { gz
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Conexion en serie.

(H|)=(Ha[)+(ﬂh) Uq
s U o

Uat L1 U
i — [Z”] . -l']. _‘.-'- 3
(] a2 Upa

-
( " ) _1z]- ( o ) 1% ( o ) — (2] + () - ( . )

[Z] = [Za] + [Z4]

)

Ua1J C, luaz
im ihz
Ubi Upz
Y J CL:- l L
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Asociacion de cuadripolos

Conexion en paralelo.

© UNED

lat

Upy s s
) =l + i) -

Y] = [Ya] + [¥]

laz

(13
s
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Conexion en serie-paralelo.

()= ()i () = (

[H] = [H.] + [Hs)]

T
o



Asociacion de cuadripolos

Conexion en paralelo-serie.
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Cuadripolos no reciprocos

Cuando un cuadripolo es reciproco existe una relacidon entre sus parametros y que, ademas, se puede representar mediante un cuadripolo pasivo en T o PI
en , que seran simétricos si el cuadripolo original también lo es. Sin embargo, existen cuadripolos en los que no existe ninguna relacién entre sus cuatro
pardmetros por lo que no se pueden representar mediante un cuadripolo con elementos pasivos y hay que incluir fuentes dependientes. Estos cuadripolos
son no reciprocos y se representan habitualmente mediante un cuadripolo equivalente con una configuracion en T o en Pl que incluye una fuente
dependiente. Lo mas sencillo es utilizar un cuadripolo equivalente constituido por dos puertas sin conexion eléctrica, cada una formada por un elemento
pasivo y una fuente dependiente. Esto es inmediato en los casos de conocer una de las matrices [Z], [Y], [H] o [K] del cuadripolo original. En la figura se
muestran los cuatro cuadripolos equivalentes posibles de un cuadripolo no reciproco dado, y se utilizara uno u otro segun cual de esas matrices se conoce.
Por ejemplo, si se conoce la matriz [H] de un cuadripolo no reciproco, la forma mas sencilla que tiene su cuadripolo equivalente es la de la figura c).

is Z.=7.. EZ:Z22 is 1 i i )
o - - o
luz U1J Y=Y, Y 12Uz # $>‘|’21U1 Y=Y, {Uz
ol Ter ol
(a) Conocida [£] (b) Conocida [Y]
o Z=H4 iz . : i Ezszz [
-+ >
L H12U2 * H21i‘ ?2:H22 }UZ U1{ ?1:K11 K12i2<¢
1 ol e
(c) Conocida [H] (c) Conocida [K]
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Cuadripolos con fuentes independientes

Sea el cuadripolo de la figura 5.5%9.a, que es un cuadripolo activo va que contiene fuentes
independientes en su interior. Este hecho (el que contenga fuentes independientes en su interior)
lo indicamos en la figura denominandolo como C. A,

19_.:.1._ —El—u 2 h_'LEE}_ —G-D—E—e 2
U1g CP Uzg
U C.A. Uz Uy L Uz

[£]

1" o—- E— e ———I ———— 2
(a) (b)

Figura 5.59
i1 i:l_ i1 iz i=0 =0
i .\J ur | CA. | | (A)ie i (4) [u CPA s b i uo | C.A. Uzg

\]/— [£]

(a) = (b) + (c)
Figura 5.60

£ .
i Ty 1o 1 Uin
()= ()= (0 )+
tp Uz Uz ) Uy
La ecuacién (5.130) responde al cuadripolo de la figura 5.59.b que es, por tanto, un cuadripolo
equivalente del cnadripolo de partida de la fisura 5.59.a. A esta representacion se la conoce como
cuadripolo equivalente Thevenin del cuadripolo activo C.A. que estd definido por la matriz de

impedancias a circuito abierto [Z] del cuadripolo pasivo C.P. y por las tensiones a circuito abierto
del cuadripolo active C.A.
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(5.130)

De la misma forma, si se conoce la matriz de admitancias en cortocircuito [Y] del cuadripolo
pasivo C.P., se puede hacer el analisis del mismo cuadripolo activo de la figura 5.59.a en términos
de admitancias. Ahora las variables independientes del analisis son las tensiones u; v us; aplicando
el teorema de superposicion (figura 5.61) se tiene que las intensidades 7, e i, en funcién de las
tensiones i, v 1, en los terminales del cuadripolo son:

( ; ) - ( ; ) ! ( - ) =M ( " ) ’ ( e ) (5.131)
iy - -
CA. ﬁv? Tj) . oA
@ = (b) + ©

Figura 5.61

Esta ecuacion (5.131) responde al enadripolo de la figura 5.62 que es, por tanto, un cuadripolo
equivalente del cuadripolo de partida de la figura 5.59.a. A esta representacion se la conoce como
cuadripolo equivalente Norton del cuadripolo active C.A.

Iy
15—»—1—
Uy ilm(+>

,.

Figura 5.62
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Cuadripolos con fuentes independientes

Por tltimo v de forma totalmente analoga, si se conocen las matriz [H| o [K| de parametros
hibridos del cuadripolo pasivo C.P. se obtienen, aplicando el teorema de superposicidn, los cir-
cuitos equivalentes del cuadripolo activo C.A. de la fisura 5.59.a que se denominan cuadripolo
equivalente Thevenin-Norton (figura 5.63.a) v cuadripolo equivalente Norton-Thevenin
(figura 5.63.b)

1n—p|1—6_-_:—3|— -:2.42 1o—-I:1— —®—I:—a 2
woo | CP | Vi | e cP. | = |,
us [H] \_J’J I200 2 Uy lmd) ” 2
| - S a ¥ Ta . T
(a) (b)

Figura 5.63
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