3. El algoritmo del Simplex

Este algoritmo, desarrollado por Dantzig en 1947, consiste en un procedimiento de busqueda de soluciones
que vayan mejorando la funcion objetivo, hasta alcanzar la solucion optima o concluir que el programa tiene

solucidn ilimitada.

Es un procedimiento iterativo que permite ir mejorando la solucion a cada paso. El proceso concluye cuando

no es posible seguir mejorando mas dicha solucion.

Partiendo del valor de la funcion objetivo en un vértice cualquiera del poligono (o poliedro) que representa
el conjunto factible, el método consiste en buscar sucesivamente otro vértice que mejore al anterior. La
busqueda se hace siempre a través de los lados del poligono (o de las aristas del poliedro, si el numero de

variables es mayor). Como el nimero de vértices (y de aristas) es finito, siempre se podra encontrar la solucion.

El método del simplex se basa en la propiedad: si la funcion objetivo ,f no toma su valor maximo en el

veértice A, entonces hay una arista que parte de A, a lo largo de la cual f aumenta.

Consideremos el programa lineal en forma estandar
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Partiendo de una solucion basica factible X = (x‘l), ...,x?,l, 0..,0,..,0) el método Simplex hallara
(K
una solucién factible mejor, X; = (x7, ..., X, 0 ..., @, ...,0) , “elevando” una de las variables no basicas

X del nivel 0 al nivel 6.
Para que la nueva solucion sea una solucion factible mejor que X se tiene que cumplir:
*  Que x; sea factible.
* Que alguna variable bésica de Xy quede al nivel 0 (es decir, que salga de la base).

* Que sean linecalmente  independientes el  vector Py y los  vectores

P; asociados a las variables basicas en x;.
*  Que el valor de la funcion objetivo en X1 sea mejor que en X

La maxima elevacion 8 que puede darse a la variable no bésica x; viene marcada por las relaciones de no

negatividad, y tiene la expresion

x0
0 = min{j:uis > 0}
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Finalmente se llega a que los valores de la nueva solucion vienen dados por:

!

xi =x) =0 w i=(1,..,m).

e uy;son los coeficientes que relacionan la columna P, como combinacion lineal de las columnas de
A que determinan la solucion basica.
® Uy, expresa la disminucion de la variable basica x? por cada unidad que se eleva la variable no

bésica, x; (es decir, 6).

La mejora en la funcidn objetivo se garantiza a través de las diferencias Z, — € correspondientes a todas

las variables no basicas
: = _\y'm
Definimos zj = )% ¢; Ui

Z} — Cy expresa la disminucién de la funcion objetivo por cada unidad que se eleve la variable

no bésica x.

Partiendo de la solucion basica factible X° el método Simplex se basa en el estudio de las diferencias Zj, —

C, correspondientes a todas las variables no basicas y concluye que:

e Si todas las diferencias Z, — ¢}, son menores o iguales que cero, el punto X° es el minimo (global)
del programa.

e Siexiste alguna diferencia z;, — ¢y, estrictamente positiva tal que todos los p; son menores o iguales
que cero, entonces el programa tiene solucion ilimitada (existen puntos factibles con valores tan
pequefios como se quiera).

e Si existe alguna diferencia z, — C;, estrictamente positiva y no se verifican las condiciones del caso
anterior, procedemos a construir una nueva solucidon basica factible con un valor de la funcion

objetivo mas pequefio que el de la anterior, siguiendo los pasos del algoritmo.

NOTA: Si el programa fuera de maximizacion, todos los pasos son validos cambiando el signo de las

diferencias Zj, — ¢}, (seria 6ptimo si todas las Z, — ¢, fueran mayores o iguales a 0, etc).

Ojo!!! Si sale solucion negativa en una tabla es que el programa no tiene solucion.

La Tabla del Simplex
Sean P, ...,P, las n columnas de la matriz 4 y supongamos que las m primeras son linealmente
independientes y que X,° = A,” b= (P;,..,B) ' -b >0 Es decir, el vector que llamaremos X, =

(%,°, %n°) serd una solucion factible basica del programa (P).




Definimos:
1=A4,"1A
U= Aap nb
— ~ . _1 . 2
(zm+1 —Cm+1) 1 Zpy — Cn) =Cp Ab Anb — Cnp
0

Zg = c1xY + -+ cpxd,

NOTA. Muchas veces, en un programa P se introducen variables de holgura para expresarlo en forma

estandar. Esas variables seran las basicas en la Tabla inicial.

Construiremos la llamada TABLA DEL SIMPLEX del siguiente modo (suponemos que las variables

basicas son las m primeras), partiendo de una solucién basica X:

TABLA INICIAL

1. Elegir la mayor de las diferencias z;, — ¢ positivas. Si la diferencia fuera por ejemplo z; — ¢, entonces

la variable xg sera basica en la nueva solucion (entrard en la primera columna de la izquierda de la

tabla).

0

0 . . i . -
2. Calcular 8 = min {;C—‘ Uis > 0}. Si fuera por ejemplo 8 = ;C—l entonces la variable x;no va a ser basica
is ks

en la nueva solucion (sale de la columna de la izquierda y entra en su lugar la x;, del paso anterior). Al
coeficiente y, se le llama pivote y lo rodearemos con un circulo para indicarlo.
3. Lanueva fila x; sera la anterior x;, dividida por el pivote.
4. Cada una de las restantes filas x; (i # k)se le sustituye por ella misma menos el correspondiente p;
por la fila nueva x;.
5. Alafila Z se la sustituye por ella misma menos z; — ¢, por la fila nueva x,
6. Si todos los coeficientes de la nueva fila Z son menores o iguales que cero, habremos alcanzado el
optimo. En caso contrario, y si no se da la solucion ilimitada, volveremos al paso 1.
Min 2x3; — 2x,
s.a.
Ejemplo: < x; —2x3+ x4, =1

Xy +X3 +X4 =2
X1,X2,X3,X4 =0

Solucion:



(0,02,-2) b=(12)

Mmoo -2 11 -
A=l 1 1] ¢
Como las dos primeras columnas de 4 forman la matriz identidad,

x _
x,° = [x;] =A," - b=1I"- B] = [;] = 0, por lo que elegimos el punto Xy = (1,2,0,0) como solucién
basica inicial.

_12 }] a (2’_2) = (_2:2) y 20 = clxi) + .4

Ahora, Z—T=cy Ay " Any — Cop = (0,0)- 171 |
X% =0-1+0-2+2-0+(=2)0=0

Con lo que la tabla inicial nos queda (paso 0):

X1 X2 X3 X4
VA 0 -2 2 0
X4 1 -2 1 1
X, 0 1 1 1 2

1. El tunico 2z, —c, positivo es z,—c, =2, por lo que ya sabemos que la variable
X4 entra (Xs = Xy4).

0
2. Para ver la que sale y cual sera el pivote calculamos 6 = min {u—l tUis > 0} = min E,%} = % =1,de

modo que la variable que sale es x4 y el elemento pivote serd 1 (lo rodeamos con un circulo).

Calculemos la nueva tabla del Simplex:
3. Nueva fila 1 (corresponde a la variable que entra x,):dividimos la antigua fila x; por el pivote:
=+ (1,0,-2,1) = (1,0,-2,1)
4. Nueva fila x,:(0,1,1,1,2) — 1-(1,0,—2,1,1) = (—1,1,3,0,1) (observa que el 1 que multiplica a la fila

nueva es el 1 que esta debajo del pivote, el que hemos llamado y;, es decir, py4).

5. Nueva fila Z: (antigua fila Z2)-2 (fila nueva)=(0,0,—2,2,0) — 2-(1,0,—-2,1,1) = (2,0,2,0,—2)

X1 X2 X3 X4
VA -2 0 2 0 -2
X4 1 0 -2 1 1
X, -1 1 3 0 1

Asi, la nueva solucion factible basica que hemos alcanzado es x; =(0,1,0,1).

6. Como no toda la fila Z es negativa, volvemos al paso 1.



1. De nuevo, s6lo hay un z, — ¢, positivo, que resulta ser zz3 —c3 =2 asi que esta vez entra

X3

2. 6 = min {g} = %, por lo que sale x, y el pivote es 3.

. 1 1 1 1
3. Filanueva: 3+ (-1,1,3,0,1) = (—;,5, 1,0, 5)

4. x,pasaaser: (1,0,—2,1,1) — (—2) - (—%,5,1,0,5) = (2,015

5. 2=(-2020-2)-2-(-33103)=(-3-2,00-%)

X1 Xy X3 Xy

VA -4/3 -2/3 0 0 -8/3
Xy 1/3 2/3 0 1 5/3
x3 | -1/3 1/3 1 0 1/3

. . , . _ 5
Nueva solucion factible basica alcanzada x, = (0,0,%,5).

6. Como toda la fila Z ahora es menor o igual a cero, PARAMOS: la solucion del problema es X, y su

valor en la funcion objetivo es Zyg = —8/3.

( Min — x; + 2x,
s.a.
Ejemplo: < x; + 2x;, + x5 = 2
2x1+x, +x, =1
X1,X2,X3,X4 =0

Solucién: Hacerlo solos y comprobar que la solucion es X, = (1/2,0,3/2,0)



