Solucién al examen de Septiembre 2003

Programacion 111

Cuestion 1

El procedimiento uno tiene una instruccién condicional de coste constante. Dentro de la
condicién tiene o bien una instrucciéon constante o bien dos llamadas recursivas. Ambas
invocan la funcién con un tamarno n/3. En el segundo caso hay otra instruccion simple
anadida. La expresion queda T'(n) =1+ T(n/3) + 1+ T(n/3) lo que equivale a que T'(n) =
2T (n/3) + ¢ con ¢ constante. Aplicando la resolucién genérica de las expresiones del tipo
T(n) = aT(n/b) +cnk con k =0,a =2y b=3 queda que 2 > 3% y por tanto la funcién T(n)
tiene un coste O(nlog32).

De forma anéloga, el segundo algoritmo dos esté formado por una instrucciéon condicional cuyo
cuerpo incluye secuencialmente (i) una llamada recursiva de tamaifio n/4, (ii) una instrucciéon
simple, (iii) otra llama recursiva de tamafnio n/4, (iv) un bucle en el que se repite n veces
un calculo consistente en llamar dos veces a una funcion h(n,r,4i) de coste lineal, mas una
instruccion simple, y por altimo (v) una instruccion simple y otra llamada recursiva de tamano
n/4. Sumando los 5 términos nos sale T'(n) =T (n/4)+14+T(n/4)+n*x2n+1)+14+T(n/4),
lo que equivale a T'(n) = 3T (n/4) + 4n? y siendo 3 < 42 el coste es O(n?).

Cuestion 2

Un procedimiento parcial de ordenacién por seleccion nos da los m elementos méas pequenos
con coste O(m.n). Una ordenacion eficiente sin embargo lo haria en O(n.logn). Si m = n,
el coste vendria a ser cuadratico, lo cual nos haria desechar el procedimiento de seleccién, sin
embargo con m << n el orden O(n.m) se puede considerar lineal, y en este caso el algoritmo
de seleccién puede ser mas eficiente.

Cuestion 3

Cada casilla se asimila a un nodo. Casillas libres adyacentes tendrian aristas dirigidas en
ambas direcciones. El peso serfa unitario para cada arista. Las casillas de tipo ocupada no
tienen aristas origen ni destino.

De esta forma, un algoritmo de Dijkstra puede hallar el camino més corto de un nodo LLEGADA
a todos los demés, incluyendo el nodo SALIDA.

En términos de coste, sin embargo es necesario tener en cuenta que si el laberinto es un
cuadrado de lado n, el grafo tendra v = n? nodos y alrededor de a = 4n? aristas. En el analisis
de coste de la resolucion de Dijkstra si v (namero de nodos del grafo) es lo suficientemente
grande hace cierta la expresion a << v? y por tanto podemos aproximarnos al coste O((a +
v).logv).



Problema

Se trata de un grafo no dirigido de 10 nodos n1,ng,...,n1p con una matriz simétrica de costes:
12134 (5|6|7|8]9|10
1 |-13[4|5|6[7|0]1|2] 3
2 |3|-|/5|6[7|011]|2]|3]| 4
3 4|5 -]7]0]123|4| 5
4 |56 |7|-111213|4|5] 6
516|701 -]13[4|5]6]|7
6 [7|10(1]|2[3|-15|6|7]0
7100111234 |5|-]|7]0]|1
8 |1 (234|567 |-|1|2
9 (2134|5670 -1 3
10 3|4 |56 70123 -

Se trata de conseguir minimizar el coste de los enlaces asegurando tinicamente la conectividad
de la red.

El enunciado describe un problema de optimizacién en el que se nos pide que el grafo sea
conexo ("asegurar la conectividad de la red") y contenga un arbol de expansion minimo ("que
el coste sea minimo"), ya que la conectividad se asegura no dejando subgrafos no conexos.

ELECCION DEL ESQUEMA: Con las condiciones descritas podemos usar algoritmos que re-
suelvan el problema del arbol de expansién minimo, dentro de la familia de los algoritmos
voraces.

DESCRIPCION DEL ESQUEMA: Se elige cualquiera de los algoritmos expuestos en el temario
Kruskal o Prim, por ejemplo éste ultimo.

funcién Prim(G:grafo):T:conjunto de aristas
T 0
B <1
mientras B # N hacer {
min e = {u,v} tq. u€ Byv e N\B

T — T U{e}
}BHwa
dev T

Hemos tomado 1 como nodo arbitrario. El conjunto B va a ir conteniendo los nodos del
subgrafo ya conexo y el conjunto 7' ir4 teniendo en cada iteracién aquellas aristas del arbol de
expansiéon minimo que contiene los nodos de B. El conjunto de candidatos es B, la condicién
de finalizacién es que B = N y la funcién de optimizacion es elegir aquella arista del subgrafo



B que conecte con algn nodo de N\ B con menor coste.

ESTRUCTURAS DE DATOS: El grafo se representard mediante una matriz de costes. La estruc-
tura de datos tendrd un método que implementa el calculo de la distancia entre dos nodos.
En el caso de esta implementacion la distancia entre dos nodos ¢ y j es el valor de la matriz
de distancias, y su coste O(1).

ALGORITMO COMPLETO A PARTIR DEL ESQUEMA GENERAL:

funcién Prim(G:grafo):T:conjunto de aristas
T 0
B—1
para i < 2 hasta n hacer
masProzximoli] «— 1
distanciaMin[i]| — G.distanciali, 1]
repetir n — 1 veces{
MmN <— 00
para j < 2 hasta n hacer {
\* Selecciona la mejor arista entre By N\B *\
si (distanciaMin[j] > 0) A (distanciaMin[j] < min) ent {
distanciaMin[k] < G.distancia(j, k)
masProximolj| — k
}
¥
T «— TU{masProximolk],k} \* Afiade la arista *\
distanciaMin[k] «— —1
para j < 2 hasta n hacer {
si G.distancia(j, k) < distanciaMin[j] ent {
distanciaMin[k] — G.distancia(j, k)
masProximolj] «— k

dev T

CosTE: El coste del algoritmo de Prim es O(n?), que puede mejorarse utilizando una repre-
sentacion de monticulos para el vector distanciaMin|]

OpPTIMALIDAD: Kl algoritmo de Prim encuentra la solucién 6ptima. Se puede demostrar por
inducciéon sobre T que anadir la arista mas corta {e} que sale de T' (Lema 6.3.1 del texto
base) forma en T'(J{e} un arbol de recubrimiento minimo que contendré al final n — 1 aristas
y todos los nodos del grafo G.

APLICACION AL PROBLEMA: Tenemos los siguientes conjuntos inicialmente B = {1} y la
arista minima entre un nodo de By otro de N\B es u = (1,7) con valor 0.



Los valores de B y la u elegida en cada momento evolucionan como sigue:
B={1,7} u=(7,9) Coste: 0

B ={1,7,9} u=(7,2) Coste: 1

B =1{1,2,7,9} u = (2,6) Coste: 0

B=1{1,2,6,7,9} u = (6,10) Coste: 0

B =1{1,2,6,7,9,10} u = (6,3) Coste: 1

B=1{1,2,3,6,7,9,10} u = (3,5) Coste: 0

B=1{1,2,3,5,6,7,9,10} u = (6,3) Coste: 0

B =1{1,2,3,5,6,7,8,9,10} u = (9,8) Coste: 1
B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} u = (9,8) Coste: 1

Coste del arbol de expansiéon minimo: 4



