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En esta segunda parte de MATEMATICAS PARA ARQUITECTURA
se iniciara al alumno en los estudios correspondientes a la parte de la Ma-
tematica llamada C'alculo. Dentro de éste se estudia el Calculo diferencial de
varias variables asi como el Calculo integral de una y varias variables.

Finaliza esta parte con el estudia de los Campos Escalares y los Campos

Vectoriales.
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Capitulo 9

FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

Hasta ahora se ha estudiado las funciones de una sola variable que son
aquellas funciones que establecen una relacion entre dos variables de tal forma
que a un valor concreto de una de ellas considerada como variable indepen-
diente, le corresponde un valor determinado de la segunda variable llamada
por ello variable dependiente. Estas funciones se indican en la forma y = f(x)
y se dice que es una funcién real y de una variable real z, siendo por tanto
una aplicaciéon f : D € R — D’ C R. El conjunto D es el dominio de la
funcién f(z) y D’ su rango.

En esta parte extendemos los conceptos estudiados en las funciones de
una sola variable al caso en que existan varias variables independientes con
conceptos que son muy semejantes en ambos casos.

Dado que el estudio de las funciones de n variables es en todo idéntico
al estudio de las funciones de solo dos variables, estudiaremos éstas con de-
tenimiento y, en caso necesario, se hard una generalizacion a funciones de n
variables.

Intuitivamente sabemos que dos magnitudes son independientes si no hay



relacion entre ellas, de forma que si una magnitud varia en un sentido, la otra
puede hacerlo en un sentido propio que no depende de céomo lo haya hecho
la primera.

Pueden ser variables independientes las que determinen la posicién de un
punto en un plano, el precio y el volumen de los articulos de un comercio, la

velocidad de un coche y la riqueza de su conductor, etc.



9.1. DERIVADAS PARCIALES

9.1.1. Concepto de funcion de varias variables

Se dice que la variable z es funcién de x e y si existe una aplicacién f de
R? en R tal que z = f(xz,y).

Cada par de valores © = a, y = b determina un unico valor ¢ = f(a,b)
generandose un punto (a, b, c¢) del espacio R?.

El conjunto D C R? formado por los puntos (z,y) € R? para los cuales
existe z = z(z,y) se llama dominio de la funcion z y su estudio es en todo
semejante al que se efectiia para las funciones de una sola variable. El dominio
de una funcién de dos variables no es mas que el recinto genrado mediante
la proyeccion sobre el plano XOY de dicha superficie.

La ecuacion del plano XOY es 2z =0;ladel XOZ esy=0yladel YOZ
es x = 0. Teniendo en cuenta que una recta esta determinada mediante la
interseccién de dos planos, los ejes coordenados estan definidos mediante las
ecuaciones y = z = O para el eje X; x = 2z =0 paraeleje Y yxr =y =0

para el eje Z.
Ejemplo 9.1 Hallar el dominio de la funcion z = In(z +y) y dibujarlo.

Para que el logaritmo sea un nimero real, la suma x +y ha de ser un nimero
estrictamente positivo, por lo que = + y > 0, de donde resulta y > —z.
Luego D = {(z,y) € R? : y > —x} y representa el semiplano superior a la

recta y = —a:
Ejemplo 9.2 Representar el dominio de la funcion f(x,y) = arcsen(z?y)

Como el seno de una funcién varia entre —1 y +1 ha de ser
—1<a?y<1— 53 <y< 4.
Luego el dominio es D = {(z,y) € R? : =3 <y < =, x # 0} y representa la

region interior a las hipérbolas de la figura:

4
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Ejemplo 9.3 Hallar el dominio de la funcion x* +vy*> + 22 =1

Dado que la ecuacién 22 + y? + 22 = 1 representa una esfera, su proyeccién
sobre el plano Z = 0 es el circulo de centro el origen y radio 1, 2% + ¢ < 1
Como vemos en estos ejemplos, representar el dominio de una funcion
z = f(z,y) es un problema relativamente sencillo. Por otra parte, para
representar una funcion de dos variables, se dibuja el conjunto de puntos
(x,y,z = f(z,y)) en un sistema cartesiano de 3 ejes. Se obtiene asi una
superficie en el espacio cuya proyeccion en el plano XOY es el dominio de
la funcion z. Salvo superficies muy particulares como pueden ser las cuadri-
cas estudiadas en el capitulo anterior, representar una funcién en el espacio

suele ser una tarea harto complicada y sélo posible con ayuda de programas



informaticos apropiados.

9.1.2. Derivada parcial

Una derivada parcial de una funciéon de varias variables no es mas que
la derivada de la funcién con respecto a una de sus variables, suponiendo
constantes las demas.

Si una funcién depende de varias variables, entonces tiene tantas funcio-
nes derivadas como variables posea y cada una de estas derivadas se llama
derivada parcial de la funcién con respecto a esta variable.

Sea la funcién z = f(z,y). Si y permanece constante, la funcién z variard
solo en funcién de x por lo que si x se incrementa en un valor Az entonces
z se incrementa en un incremento parcial con respecto a la variable x que se
indica como A,z = f(x + Ax,y) — f(z,y).

De forma semejante, si x permanece constante y se incrementa y se obtiene

el incremento de z con respecto a la variable y que se indica como

Ayz = f(x,y+ Ay) — f(x,y).

Definicién 9.1 Se llama derivada parcial de z con respecto a la variable
x al limite del cociente incremental con respecto a esta variable, cuando el

incremento de esta variable tiende a cero. Es decir:

af_ . Azz_ . f(x—l—A:c,y)—f(x,y)
or Algilo N Alolcrgo Ax (9-1)

Definicién 9.2 Se llama derivada parcial de z con respecto a la variable y

al limite
af_ ; Ayz_ ; f(x,y—l—Ay)—f(x,y)
dy A, Ay T A, Ay (5:2)

Estas derivadas parciales también se indican como f,, f., 0.f o

fy, [y, Oyf, respectivamente.



Por lo tanto la derivada parcial de una funciéon de dos variables tiene
exactamente las mismas propiedades que la derivada de una funcién de una
sola variable y se calcula siguiendo las mismas reglas sin mas que tener en
cuenta que al derivar con respecto a una variable, la otra se considera como
constante. No obstante, existe una diferencia fundamental entre ambas y es
que toda funcién de una sola variable derivable en un punto es continua en el
mismo, mientras que una funcién de varias variables puede poseer derivadas
parciales con respecto a todas sus variables en un punto determinado y sin

embargo no ser continua en él.

Ejemplo 9.4 Hallar las derivadas parciales de primer orden de la funcion

2 =22 + 3zy — 223 cosy + ¥’

a) Derivamos con respecto a z (suponiendo la y constante):

0
8_2 =22 + 3y — 622 cosy + 4y2e4$y2
x

b) Derivamos con respecto a y (suponiendo la x constante):

0
= _ 3z + 223 seny + 8.91:3/649“’2
dy

Ejemplo 9.5 Hallar las derivadas parciales de primer orden de la funcion

z =sen?(z? + zy — 1)

a) Derivamos con respecto a = (suponiendo la y constante):
2y = 2sen(x? + xy — 1) cos(z® + zy — 1)(27 + y)
b) Derivamos con respecto a y (suponiendo la x constante):

zy, = 2sen(z? + zy — 1) cos(a® + zy — 1)z
Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

ox

Yy = Yo, es evidente que z = f(x,yy) es la curva interseccién de la superficie

0z : .
a) <—> Puesto que esta derivada se halla manteniendo y constante

7



z = f(x,y) con el plano y = yo que es paralelo al plano coordenado XOZ. En

Oz

la recta tangente a la curva interseccién de la superficie z = f(x,y) con el

: : . 0z _
consecuencia, la derivada parcial | — | representa el coeficiente angular de
P

plano y = yo en el punto P(xo, Yo, 20) de la misma.

Por tanto, la ecuacién continua de la recta tangente a la superficie
z = f(x,y) en el punto P(zo,yo, z0) de la misma y contenida en un plano

y = yo paralelo al XOZ es

T—Zo Y—¥Y ~*—% (9.3)

L0 (B




b) Igualmente, la ecuacién continua de la recta tangente a la curva inter-
secci6n de la superficie z = f(x,y) en el punto P(zg, o, 20) de la misma con
el plano x = xy paralelo al YOZ es

T—To Y—Y 22— %0

Ejemplg 9.6 Hallar la ec g_ga'on continua de las rectas tangentes a la s&]%'e%")—
Jy

P
, 3x? — 2y?
ficie z = ot en el punto (1,—1,1) y que sean paralelas a los planos
rTy
coriegios S04 YOF- ooy o\
or (2x + y)? ox ) »
0z —4dy(2z +y) — (32 — 2¢°) (82)
oy (2x + y)? dy ) p
La ecuacién de la recta tangente contenida en el plano y = —1 es
r—1 y+1 =z2-1
10 4

: —1 +1
y la de la recta tangente contenida en el plano x = 1 es a o= Y T =
z—1

3

9.1.3. Ecuacién del plano tangente a una superficie

Consideremos la superficie z = z(x, y) y el punto P(zo, yo, z0) de la misma.

Un plano tangente a la superficie z en el punto P esta determinado por este

0 0
punto y por los vectores de las rectas tangentes (1,0, (—2) , (0,1, (—2) :
ox ) p oy ) p

En consecuencia, la ecuacion del plano tangente es
T—=To Y—Y 22— %0
1 0 (Z$> P =0
0 1 (Zy)p



O, tras desarrollar el determinante,

(9.5)

10



Figura 9.1: Plano tangente a una superficie

Ejemplo 9.7 Ecuacion del plano tangente a la superficie z = x*y-+2x—6y-+2

en el punto de coordenadas v =3, y = —1

En primer lugar debemos hallar la tercera coordenada del punto P de la
superficie: 2(3,—1) = =946 4+ 6 + 2 = 5 por lo que el punto en el cual se
traza el plano tangente es el P(3,—1,5).

Por otra parte:
2y =22y +2— 2, (P)=—-6+2=—4
zy=2>—6— z,(P)=9—-6=3.

Por lo tanto, la ecuacién del plano tangente a la superficie z en el punto
P(3,—1,5) de la misma, segun la férmula (9.5) es
z—b=—-4(x—-3)+3@y+1) >4 —-3y+2—-20=0

11



9.1.4. Recta normal a una superficie

Se dice que la recta r es normal a la superficie z = z(z,y) en el punto
P(z0, Yo, z0) de la misma si es perpendicular al plano tangente a la superficie
en dicho punto.

Recordemos que el vector (A, B,C) es ortogonal al plano Az + By +

Cz+ D = 0 por lo que un vector de direccién de la recta normal es un vector

0 0
ortogonal al plano tangente o= (x—x0)+ i (y—10)—(2—20) = 0,
or ) p 0y ) p
es decir, u = (z,(P), z,(P), —1).
En consecuencia, la ecuacion continua de la recta normal a la superficie
z = f(x,y) en el punto P(xg, Yo, 20) de la misma es
T—To Y—Yo <— %0

w(P)  z(P) -1

(9.6)

Ejemplo 9.8 Obtener la ecuacion de la recta normal a la superficie

z= ;2;252 en el punto P(1,—1, %)

Debemos hallar las derivadas parciales de z en el punto P:

—a? +y® + dxy —4
’ wrpp

—222 + 2y — 2zy 2 1
W= @y o=

Por lo tanto, la ecuacién continua de la recta normal a z en el punto P es

J:—l_y—l—l_z—%

ULy
—1 1 —1

9.1.5. Diferencial de una funcién de dos variables

Se llama diferencial total (o simplemente diferencial) de la funcién f(x,y)

a la expresion

_of of

12



Ejemplo 9.9 Hallar la diferencial de la funcidn f(x,y) = e* ¥ sen(z — y)

Hallamos las derivadas parciales de primer orden y sustituimos en la ecuacién
(9.7):

0
a_f = 2zye®Ysen(z — y) + ¢ Yeos(z — y)
x
0
9f = %" Vsen(z —y) — ¢ Yeos(z — y) —
Ay
—~df = [2zye”Vsen(z —y) + " Veos(z — y)]dx +

+ [:L’2e”‘"2y sen(z —y) — eryCOS(SC —y)ldy

Ejemplo 9.10 Hallar la diferencial de z = In(x® + y*) — /22 + 4% en el
puntox =2, y=1

Al igual que en el ejemplo anterior:

2x T 20— a2 P 4—2v5

x = - = — (% =
’ R N ? 4y (e)e 5

2 2y — y\/22 + 42 25
2, = y y __ v~y Y o (z)p= Y2

y = x2+y2_\/m_ 22 + o2
4 — 25 2—5
5\/_dl’—|— 5\/_dy

13



9.1.6. Ejercicios resueltos

1. Hallar las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funcio-

nes:
Tty
a’) Z(ZE,y) - T —y
Sus dos derivadas parciales de primer orden son:
, -y -ty 2
: (z —y)? (z —y)?
(r -y +(@+y) 2z
y = 2 - 2

(z —y) (z =)
b) u(z,y,z) = cos?(x — 2y + 32) In(zyz)
Sus tres derivadas parciales de primer orden son:
uy, = 2cos(z —2y+ 3z)(—sen(r — 2y + 3z)) In(zyz) +
+ cos’(x — 2y + 3z)xy—; =
= —sen2(z — 2y + 32) In(zyz) + cos*(x — 2y + 3z)é
u, = 2cos(x —2y+3z)(2sen(xr — 2y + 32)) In(zyz) +
+ cos*(z — 2y + 32)% =
= 2sen2(x — 2y + 32) In(wyz) + cos®(z — 2y + Sz)é
u, = 2cos(x —2y+3z)(—3sen(x — 2y + 3z)) In(xyz) +

+ cos*(z — 2y + 32)ﬂ =
Tyz

1
= —3sen2(2’y + 32) In(zyz) + cos®(x — 2y + 32)

¢) v(z,t) = Va2 + t2sen(x\/t)

Sus dos derivadas parciales de primer orden son:

X 3 3 3
v, = ————sen(xVt)+ Va2 + t2cos(zv/t)Vt
s sen(a V) + v («V/h)

t 3 3 X
v, = —— sen(xVt) + Va2 + t2cos(zV/t
! Va4 t2 ( ) ( )3\3/ 12

14



d) z(u,v) = e“(senu + cosv)

Sus dos derivadas parciales de primer orden son:

z, = ve'(senu+ cosv) + e’ cosu

zy, = wue"(senu+ cosv) —e"senv

2. Hallar la ecuacion del plano tangente a z = e” en el punto (—1,1,1)

Hallamos las derivadas parciales de primer orden en el punto P:

zp = 322" 5 o (P)=3

zy = 2ye” TV 5 2, (P) =2

Por lo tanto, la ecuacién del plano tangente en el punto P es

z—1=3x+1)+2y—1)—=3r+2y—2+2=0

3. FEcuacion del plano tangente a la superficie z = arctg (%) en el punto

de coordenadas r =1, y = 2

Hallamos la tercera coordenada, z, = arc tg% = 71, por lo que el pun-
to de la superficie en el que se desea trazar el plano tangente es el
P(1,2,%).

Ademas,
1 1—22
2y = - 2y( 22)—>zx(P):O
1+ (17%)" (L+27)
1 x 1
fy = NG 5 — 2(P) =+
U () T i

por lo que la ecuacion del plano tangente es z — § = %L(y —2)

4. Ecuacion de la recta normal a la superficie z = en el punto de
seny

coordenadas v =1, y = 7

15



Para aplicar la férmula (9.6) se necesita hallar la tercera coordenada

del punto interseccién y las derivadas parciales de z en el mismo.

En este caso zg = S:fl = 7 por lo que P(1,%, 7). Ademas
2

2 21 /2

Zy = Y — z:(P) = ﬂ-/ﬂ:ﬂ'
sen y sen
r?seny — x2ycosy 1-0

- S (P)= =1
Zy Sen2y Zy( ) 1

Por lo tanto, la ecuacién continua de la recta normal a la superficie z

en el punto P es

T 1 —1
. Hallar la diferencial de las siguientes funciones en los puntos que se
indica:
x
a) z= Ty en el punto P(—1,1,0)
2?2 +y
Teniendo en cuenta que la diferencial de una funcién de dos varia-

bles viene expresada mediante la férmula dz = z,dx + z,dy basta
hallar las derivadas parciales de la funciéon dada y sustituir en esta

ultima expresion.

; —2? +y — 2y (Z>P:l

: (22 +y)? Y2
2’ —x 1

Zy = @+y? — (2y)p = 5

— dz = %dw + %dy
b) z=e"Y(2? +y?) en P(1,1,2)
Al igual que en el ejercicio anterior
e = eV(2® + P +27) = (z)p =4
7y = e V(=2" —y" +2y) = ()p =0
dz = 4ddx

16



c) u=+/r+2y?+ 323 en P(2,1,0,2)

En este caso, es du = u,dx + u,dy + u.dz por lo que
1 1

Uy = — Uy = —
2¢/x + 2y? + 323 (ua)r 4

4y

Uy = — (uy)p=1
Y 2¢/x + 2y? + 323 (1)

9 2
U, = : = (u))p=0
2v/x + 2y 4+ 323

1
du = de—{_dy

d) flz,y) =In(zr+y++/1+@+y?)enz=1y=-1

De forma semejante a los casos anteriores, es df = f,dx + f,dy

por lo que

. 1 1+ r+y _
‘ z+y+/1+ (@ +y)? 1+ (z +y)?

_)
1+ (z+y)?

1 rT+y
fy = 2 1+ 2]
r+y+ 1+ (r+y) 1+ (z+y)
1

T Tt (@) = e =1

df = dx+dy

e) pla;f)=a’ena =2, f=1

En este caso es dp = p,da + psd por lo que

pa = B’ = (pa)p =1
ps = a’lna— (ps)p =2In2
dp = da+2In2dp
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9.2. GRADIENTE DE UNA FUNCION ES-
CALAR

Se llama gradiente de la funcién z = z(z,y) a la funcién vectorial

82—) 62—) (32 82)

grad(z :%Z+a_y =\ ay

of of of

—
Evidentemente, el gradiente de la funcién f(z,y, 2) es grad f = (—

El vector gradiente grad(z) también se indica en la forma V(z) e incluso,

si no hay posibilidad de error, en la forma Vz.

Ejemplo 9.11 Hallar el gradiente de la funcion z = xe¥ —3y+2 en el punto
P(4,0)

Las derivadas parciales de la funcién z son z, = €Y, z, = xe¥ — 3 por lo que
grad(z) = e¥i+ (ze¥ — 3)j = (e¥, xe¥ — 3).

Particularizando para x = 4, e y = 0 se obtiene el gradiente de la funcién
z en el punto P(4,0): (Vz)p = (1,1)

9.2.1. Derivada direccional

Supongamos que una direccién en el plano esta determinada por el vector
unitario @ = (uq, uz). Se llama derivada direccional de la funcién z = f(z,y)
en el punto P en direccién « al producto escalar del vector gradiente de la

funcion z en este punto por este vector unitario:

0z 0z
grad(z) -u= s + a—yug =z},
2 3
Ejemplo 9.12 Hallar la derivada de la funcion z = % en el punto
T Y

(—1,1,3) en direccion del vector (—1,2)

18
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El gradiente de la funcién dada en el punto P es

0z 0z

d - (&= =
(=224 2y° — 6y 32® —3y® —day\ §1
e T wer )

P

El vector unitario en la direccién dada es el u = (=, 75) por lo que la

derivada direccional es z/, = (§, 1> <_—1, i) - -+ 2 _ b
20/ \V6' Ve v VB 25

ot

9.2.2. Curvas de nivel

Se llaman curvas de nivel de la superficie z = f(z,y) a la curva intersec-
cién de esta superficie con el plano horizontal z = C', donde, evidentemente,
C' es una constante indeterminada. En consecuencia, la ecuacién de un curva
de nivel es f(x,y) = C.

Igualmente, las curvas de nivel de la funcién u = f(z,y, z) son las curvas

alabeadas f(x,y,z) = C.

Ejemplo 9.13 Indicar la naturaleza de las curvas de nivel del paraboloide

.. 2 2
eliptico z = 7 + %

Haciendo z = C' se obtiene que las curvas de nivel de esta superficie son el
conjunto de elipses %2 + % =C.

Si se desea hallar en particular la curva de nivel que pasa por el punto

de coordenadas x = 1, y = —2, basta sustituir estos valores en la ultima

iz : _ 1,4 _25 : 2y 25

ecuacion obteniendo €' = ; + 5 = 2 con lo que resulta la elipse % + 4 = 52

Ejemplo 9.14 Indicar la naturaleza de las curvas de nivel de la campana de

(2.2
Gauss z = e~ @ +v°)

2=C e ) =C 5 —(2>+9?) =InC — 2% + 9% = In(}): las curvas

1
c
de nivel son circunferencias de centro el origen y radio In()

19



Ejemplo 9.15 Hallar las curvas de nivel de la superficie
362 = 422 + 9y? — 162 + bdy + 97

Se hace z = C'y se agrupan los términos del segundo miembro en la forma

4(z* — 4x) + 9(y* + 6y) + 97 = 36C

— 4z —2)* =16+ 9(y + 3)* — 81 + 97 = 36C
(r—2 , (y+37 _

9C 4C !

Las curvas de nivel son elipses de centro (2, —3) y semiejes 3v/C, 2¢/C con
C > 0. Variando C' se obtiene el haz de elipses.

9.2.3. Relacion entre el gradiente de una funcién y las

curvas de nivel

Teorema 9.1 El gradiente de una funcion z = z(x,y) en un punto P(xq, yo, 20)

indica la direccion normal a la curva de nivel que pasa por este punto.

Demostracion. Sea z = C'la curva de nivel que pasa por el punto P. Entonces

dz = %dw + g—;dy = 0 en todo punto de la curva por lo que, dividiendo por
0z  Ozdy 0z 0z,

dzr resulta — + —— = 0 = — + —y = 0. Pero este sumando no es
Jdxr  Oydx ox 8yy
— 0z 0
mas que el producto escalar de los vectores grad z = (8—2, 8_Z) y (1,9).
T oy

Y teniendo en cuenta que (1,%') es el vector tangente a la curva de nivel en
el punto P, esta igualdad establece que el producto escalar de los vectores
g?"Talz> y (1,4') es nulo por lo que ambos vectores son ortogonales.

Por lo tanto, el vector gradiente de una funcién en un punto es ortogonal
a la rectas tangente a la curva de nivel en ese punto y senala la direccién
de maxima pendiente de la superficie en dicho punto. La magnitud de dicha

pendiente la indica el médulo del vector gradiente.
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Ejemplo 9.16 Hallar la direccion de mdzima pendiente de la superficie

2 = 2%y — 322 + 4y — 3 en el punto de coordenadas x =2, y = —1

Basta hallar el vector gradiente de z en el punto P(2,—1, —21):
2y =20y — 6 — (2,)p = —16
zy=12*+4— (2,)p =38
Luego grad(z)p = (—16,8) indica la direcciéon de maxima pendiente de la
funcién z en el punto (2, —1,—21). Para hallar el dngulo que el vector gra-
diente forma con el eje X, basta tener en cuenta que
1

tana = * = 2 = —3 — a = arctan(—0,5) = 156°23". La pendiente

siempre debe estar comprendida entre 0 y 180 grados.
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9.2.4. Ejercicios resueltos

VA4y+3
2—x

1. Indicar la naturaleza de las curvas de nivel de la superficie z =

Haciendo z = C, elevando al cuadrado y eliminando el denominador

resulta
VR =C - S =P 54y +3=C"2-1) =

y = 1(C*(2 — x)? — 3): las curvas de nivel son pardbolas convexas de
vértice (2,—3/4)

2. Indicar la naturaleza de las curvas de nivel de la superficie
Fl,y) = In(22% + 3y — 1)
In(22 +3y—1)=C - 22243y —1 =¢“ - y = 3(—227 +e“ +1)
por lo que se trata de pardbolas céncavas de vértices en (0, 5(e% + 1)).
3. Hallar el gradiente de la funcion f(x,y) = Zem en el punto P(2,—1)
Y

Las componentes del vector gradiente son las derivadas parciales de la

funcién, calculadas en el punto P. Por lo tanto,

0 1 0
e re™ + —e™ — (—Z> —e 2
ox Y ox @-1)
2
% = T %emy — (%> = —6e 2
dy y y 9y ) 2.1

Luego, grad(z)p = (e72, —6e7?)

4. Hallar el gradiente de la funcion f(z,y,z) =
P(3,2,1)

en el punto
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En este caso, es

grad(f)p = <g—£, g—;j, %)P
af —2? +y? + 2% — 4oy — 62 of —46
ox (22 + 2 + 22)2 _><8_x)P:ﬁ
af 2x2—2y2+22—2xy—6yz_>(g> 13
Jy (22 4 y? + 22)? oy/)p, 196
of 3x2+3y2—322—2x2—4yz_>(g) 22
0z (22 +y2 + 22)? 0z)p 196
—46 —13 22
grad(f)r = ( 196’ 196 196)

5. Hallar la derivada de la funcion z = sen(x — y) en el punto (5,7%) en
r—1 vy

3
La derivada direccional de la funcion z en el punto P es

direccion paralela a la recta

z! = grad(z)p - u siendo u un vector unitario direccional de la recta.
Entonces,
% = cos(z —y) — (%)P — cos(m/4) = /2/2
g—; = —cos(z —y) — (g—;)P = —cos(m/4) = —/2/2
Por otra parte, un vector direccional de la recta es el (2,3), de médulo
v/13 por lo que u = \/%(2,3).
Por lo tanto, la derivada direccional es
2 = \/—5(1, —1)L(2,3) = _—ﬂ _ L
2 V13 2V13 V26
6. Hallar la derivada de la funcion z = e sen(zy) en el punto (7/2,1/2),

en direccion del vector (—3,4)
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Hallamos las derivadas parciales en el punto P:

% — ety Sen(x ) + ey COS(I ) N % . 67"/4
oz - Y Y Yy Yy or p - \/§
0z Oz om/4
— = zeVsen(zy) + e™x cos(vy) — <—) s
ay (zy) (v9) =\ 3, kv
e7r/4
— grad(z) = ﬁ(l,ﬂ)

El vector unitario es el u = (32, %), por lo que la derivada direccional

5
de la funcién z en el punto P es

7r/41 ! 3,4 67r/44 3) =297
22—7 —(—9, = — — :,
L= M (34 = S =

. Hallar la derivada de la funcion u = arcsen \/% en el punto P(—1,1,1)
y2+z
en direccion al punto Q(1,2,3)

La férmula de la derivada direccional es la indicada anteriormente,

aunque los vectores tienen tres componentes:

@
ox

y2+22

)
\/1_ 22 \/y2+22 oz P
1

y2+22

Ou _ —2y %<@) _ 1
Y 4 A VS

oL w ()
0z \/1_yz+2 \/(y2—|—22)3 0z P 2
grad(z)p = (1,2

Por otra parte, PQ = (2,1,2) —» u
Luego, u}, = 5(2,1,1)3(2,1,2) = {



. ., L. . . 2.2
8. Hallar la direccion de mdzima pendiente de la superficie z = e 7Y

en el punto P(1,—1)

La direccion de méaxima pendiente de una superficie en un punto, la

indica el gradiente de la funcién en dicho punto:

% = 2z PV o % = —2¢72
Ox or ) p

0z 2,2 0z

— = —2ye "V = <—) = 2¢?
dy ) p

Luego, la direccién de maxima pendiente en dicho punto la indica el

vector u = (—2¢72,2¢7?) = (—1,1) El dngulo que forma con el eje X

estana:_%:—l—>a:1350
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9.3. DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN
SUPERIOR

En general, las derivadas parciales de la funcién z = f(z,y) son también
funciones de x e y por lo que también podran ser derivadas con respecto a
las variables x e y. Las derivadas asi obtenidas se llaman derivadas parciales
de segundo orden de la funcién z(zx,y).

La funcién z = z(z, y) posee cuatro derivadas parciales de segundo orden

que son las siguientes:

02z ,
—— ¢ se deriva z con respecto a x dos veces
ox
02z ,
. se deriva z con respecto a x y el resultado con respecto a y
0yox
0%z )
. se deriva z con respecto a y y el resultado con respecto a x
0xdy
02z )
£ . se deriva z con respecto a y dos veces
Y

Estas derivadas también pueden indicarse en la forma z,,, 2yz, Zzy, Zyy,
respectivamente.
A su vez las funciones asi obtenidas pueden derivarse nuevamente con

respecto a x e y, obteniéndose ocho derivadas parciales de tercer orden, etc.

Ejemplo 9.17 Hallar las derivadas parciales de sequndo orden de la funcion

2
z =e"%

Se halla en primer lugar las derivadas parciales de primer orden z,, z, y

26



luego se deriva éstas nuevamente con respecto a x e y obteniéndose

2 2pay?
» =t e
55;6 -° @;;xy b= e 2y + 2y
g_; = QQUyeC”y2
- afazy N 8(2?;%2) = 2ye™ (1 + 2y°)
i

En este ejemplo se comprueba que z,, = 2, por lo que se podria pregun-
tar si esta conmutatividad de la derivacion se verifica siempre o no.

Admitamos sin demostracion el siguiente teorema.

9.3.1. Teorema de Schwarz

Sea la funcion z = z(x,y). Si las funciones z, zy, 2y, Zyy, Zyz SON CON-
tinuas en un dominio D, entonces se verifica la igualdad de las derivadas
cruzadas en todo punto del dominio: zy, = 2y

En la préactica, lo que este teorema establece es que para hallar la segunda
derivada de una funcién con respecto a dos variables, no importa el orden en
el cual se efectiie la derivacion.

2 _ .2

Ejemplo 9.18 Si z = i
x

hallar zy,

2+2

Y

Dado que es indiferente el orden en el cual se hallen las segundas derivadas

parciales, hallaremos primero la derivada de z con respecto a x y luego la
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derivada de ésta con respecto a y:
0z 20(z® 4+ y?) — (@® —y®)2z  day?
Or (22 + 2)? - (22 + 12)?
oz 09 4xy?
dyor Oy ((x? + y?)?)
8ry(x? +y?) —4wy®-2-2y  8x’y — 8xy®
<$2 4 y2)3 - (332 4 y2)3

Ejemplo 9.19 Hallar las derivadas parciales de sequndo orden de la funcion

z = sen(z + cosy)

Hay tres derivadas segundas

Zrr = — S€n(x -+ cos
2z, = cos(x+cosy) — ( v)
Zye = sen(x + cosy) seny
zy, = —cos(x+cosy)seny
— 2y, = —sen(z + cosy) sen’ y — cos(x + cosy) cos y
Ejemplo 9.20 Si z = —2 + y2, hallar zy,
]

Derivamos la funcién dada con respecto a x y luego con respecto a y (también

puede hacerse al revés):

. —x? +y? — 2xy . _ 0%
: (x2+y2)2 77" 0y
L (- 2¢)(2? + y?) — (—2® + y* — 22y)2 - 2y
yz (22 + y2)°
62y — 2y° — 2% 4 6ay®
- (:1;2 +y2)3
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9.3.2. Ejercicios resueltos

1. §iz=Intg (y)) hallar zy,

T

Derivamos esta funcion en primer lugar respecto a y y luego ésta con
1 1 1 2 —sen(2) + 2 cos(2)
respectoa x: z, = — = oy = x x x
b VT (Moot wsen(Z) 22 sen(2)

T
Tener en cuenta que sen ovcos o = 3 sen(20)

2. Siz= /22 +y? hallar 2%z, + 1Y 24y + Y2y,
Hallamos las dos derivadas parciales de primer orden y de éstas obte-

nemos las tres de segundo orden:

_ y?

SR “r = e
y x?
2y = e D 2y = —————
/22 + 42 /(22 + 42)?
Por lo tanto, sustituyendo en la expresion dada, resulta
22y
(IQ + y2)3

2 2
T 2px + XY Zoy T Y 2yy =

3. Se dice que una funcion f(x,y) es armonica si verifica que fop+ f,y = 0.

Comprobar que la funcién z = In(z?® + y?) + arc tg(2) es armonica

Hallemos las derivadas indicadas:

20—y —22% + 2y + 2xy
2y = % — Zpp = CRCIY

2% +y? (z* +y?)

T+ 2y 222 — 2% — 2zy
By = e Fw T 2 1 ,2)2

2 +y (22 +y?)

— Zga + 2yy = 0
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9.4. EXTREMOS RELATIVOS

Los conceptos de maximo y minimo de una funcién de varias variables

son idénticos a los correspondientes a una funcién de una sola variable.

Definicién 9.3 Se dice que la funcion f(x,y) posee un mdximo (minimo)
absoluto en el punto (a,b) si f(a,b) es mayor (menor) que el valor de la

funcion en cualquier otro punto de su dominio de existencia.

Si estos valores se consiguen sélo para los puntos de un entorno del (a, b)
se dice que la funcién posee un maximo (minimo) relativo en dicho punto.
Los puntos maximos y minimos de una funcién constituyen sus extremos.
Estudiaremos sélo los extremos relativos de una funcion por ser los de mayor

interés.

Teorema 9.2 Condiciones necesarias para la existencia de un extre-
mo relativo

Sea f(x,y) una funcién derivable en un dominio D C R2. Para que f(z,y)
posea un extremo relativo en el punto (a,b) € D es necesario que sus dos

derivadas parciales de primer orden se anulen en este punto.

Este teorema es de facil demostracion puesto que, fijado y = b, la funcién
f(z,b) depende de una sola variable, x, por lo que si posee un extremo en
(a, b) entonces su derivada con respecto a x se anula en él, es decir, % (a,b) =
0. Tgual sucede para la funcién f(a,y). Un punto en el cual se anulan las dos
derivadas primeras se dice que es critico o estacionario; en caso contrario, el

punto se dice que es reqular.

Ejemplo 9.21 Averiguar si en los puntos (1/3,—1/3) y (3/4,1/2) puede

haber extremos relativos de la superficie f(z,y) = 2> —xy —x + 3> + 5.
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1 1 2 1
o) =20 —y—1 — fub—n) =2t —1=0
fle)=2—y-1 > £ -H=24]
31 3 1
S22 _Z_1=
1 1 1 1
fy(xvy):_$+3y2 — fy(§7 3):_§+3§:O
31 3 1
fol35)=—5+3;=0

por lo que si puede haber extremos en estos puntos.

Sin embargo, estas condiciones no son suficientes, ya que puede suceder
que las derivadas primeras de f(z,y) se anulen en un punto sin que en él
exista un extremo. Los puntos extremos de una funcién estan relcionados

con el determinante funcional hessiano que se define a continuacién.

9.4.1. Hessiano de una funcién

Se llama hessiano de la funcién f(x,y) al determinante

fmm fwy
fya: fyy

De hecho, el hessiano de una funcién f(z, y) no es mas que el determinante

H(x,y) =

jacobiano de sus derivadas parciales primeras H(f(x,y)) = J ( fa Jy )

r Yy
Ejemplo 9.22 Hallar en el punto (2, —1) el hessiano de la funcion
fl,y) = 2y — 22y + 2° + y*.

Hallemos las derivadas parciales de primer orden f, = 2zy — 2y? + 322,
fy = 2% — 4oy + 4%, y a continuacién las de segundo orden en el punto
indicado:

fow = 2y + 62 = frn(2,—1) = 10
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fyz =22 — 4y = f.(2,-1) =38

Joy = —4x+ 12> = f,,(2,-1) =4

Por lo tanto, el hessiano de la funcion en el punto indicado es
10 8

HE-D=|

= —24

Ejemplo 9.23 Hallar el hessiano de la funcion f(x,y) = In\/22 +y? en el
punto (1,—1)

Hallamos las derivadas de segundo orden de la funcion
flz,y) = 5In(a® +47):

e = 55 7 Jzz = oo
f 22 4 2 f (22 + 2)?
foo= —2zy
T (2 +y2)2
2 2
) Tt —y
fy= 22 1 y? = fy = (22 + y2)?
Por lo tanto,
22042 _op
_ | e o | _ | TR wE | 1
H(x7 y) - - —2zy x2—y2 = —W
fym fyy @2+y2)2  (22+y?)2 (37 +y )
1
— H(l,-1)=—-
( Y ) 4

Teorema 9.3 Condiciones suficientes para la existencia de un ex-
tremo

Sea (a,b) € D un punto del dominio de f(x,y) tal que %(

(a,b) = 0. El punto (a,b) es critico si las derivadas parciales de sequndo

a,b) =0y
of
y
orden de f(x,y) son continuas en (a,b).

1. El hessiano en (a,b) es positivo. Entonces

a) si fee(a,b) <0 el punto (a,b, f(a,b)) es un mdzimo de la funcion
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b) si fiz(a,b) >0 el punto (a,b, f(a,b)) es un minimo

2. El hessiano en (a,b) es negativo. Entonces la superficie posee un punto

de silla o de ensilladura en el mismo.

Se dice que (a, b, f(a,b)) es un punto de silla de la funcién f(z,y) si es un
méximo en direccién a un eje (X o Y) mientras que es minimo en direccién
al otro (Y o X).

Ejemplo 9.24 FEstudiar los puntos criticos de la funcion

flay) =2 —zy -2+ 3> +5

Para hallar los extremos relativos de una funcién de dos variables seguiremos

el siguiente proceso:

1. Se resuelve el sistema de ecuaciones f, =0, f, = 0:
U —2x—y—1=0 _)(3 1) (1 1>
g_-{/l:_l*+3y2:() 4’27 3’ 3

2. Se halla el hessiano de la funcion
2f _ 9
ox?

2 -1

=12y —1
-1 6y

3. Se calcula el hessiano en los puntos criticos y, en caso de que sea posi-

tivo, se estudia el signo de f,, en ellos :

. H(%,%) =6—-—1=5>0.Y como fm(%,%) =2 > 0, la funcién
posee un minimo relativo en el punto (%, %, %)

1

= H(5,—3%)=—5 <0 porlo que (3, —3,

Ejemplo 9.25 FEstudiar los puntos criticos de la funcion

flx,y) = 2% — 2zy® — 4z + 3y*.
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Seguimos el proceso descrito en el ejemplo anterior:

1. Se resuelve el sistema de ecuaciones f, =0, f, = 0:

U =20 -2 —4=0
g; ) Y - (27 0)7(37 1)7(37 _1)
5, = —4dry +12y° =0

2. Sezhalla el hessiano de la funcién
o°f
ox? 2
‘ 2 —4y

21 = —8x +
—4y  —4x + 3692

aa:_ay:_4y — H(z,y) =
2
% = —4x + 369>

5612

3. Se halla el hessiano en los puntos (2,0), (3,1) y (3,—1) y, en caso de

que sea positivo, se estudia el signo de f,, en ellos:

= H(2,0) = —16 — el punto (2,0, —4) es un punto de silla.
» H(3,1) = —24456 =32 > 0. Y como z,,(3,1) =2 > 0, el punto
(3,1, —6) es un minimo.

1)

s H(3,—1) = —24 4+ 56 = 32 > 0. Y como z,,(3,—1) = 2 > 0,

también es un minimo el punto (3, —1, —6).

Ejemplo 9.26 Estudiar los puntos criticos de la funcion f(z,y) = %1D(ZE2 +
v+ 1),

1. Hallamos las derivadas parciales de primer orden, las igualamos a cero

y resolvemos el sistema:

! ?+y?+1 !
Y
hv = argy Y
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2. Hallamos las derivadas parciales segundas en el punto (0,0):

—2? 497+ 1
ve = o7 — [22(0,0) =1
fo = GapATTE " 100
—2xy
g = ——————— +(0,0) =0
fy ($2+y2+1)2 —>fy( )
fyy = — fyy(oa()) =1

(2 +y*+1)°
Por lo tanto, el valor del hessiano en este punto es

1

H(0,0) = )

0
X ‘:1>0.Ycomofm(0,0)=1>0

el punto (0,0,0) es un minimo.

Ejemplo 9.27 Estudiar los puntos criticos de la funcion f(x,y) = 23 +1y° —
12xy.

Siguiendo el proceso anterior, se obtiene en primer lugar el sistema f, =
322 —12y =0, f, = 3y* — 12z = 0 cuyas soluciones reales son (0,0) y (4,4).

Las derivadas parciales segundas son f,, = 6z, f,. = —12, f,, = 6y y
sus valores en los puntos anteriores son : f,;(0,0) = 0, f,.(0,0) = —12,
fyy(0,0) = 0 por lo que el valor del hessiano en este punto es H(0,0) =
—144 < 0 por lo que el origen (0,0,0) es un punto de silla.

Para el segundo punto (4, 4), se obtiene que el valor del hessiano es 432 > 0
por lo que, dado que f,.(4,4) = 24 > 0, en este punto hay un minimo de

valor z = —64

9.4.2. Maximos y minimos ligados

Muchos de los problemas de calculo de los extremos relativos que se nos
pueden plantear, imponen alguna condicién a la funcién planteada estable-

ciendo ciertas relaciones entre las variables.
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Es decir, estas ecuaciones de condicién o ligadura, indican que las va-
riables de la funcién dada no son independientes entre si sino que, de alguna
forma, dependen unas de otras.

Este problema se conoce con el nombre de extremos ligados, en contra-
posicion a los estudiados en el parrafo anterior que son considerados como
extremos libres.

Para clarificar el tema, se propone el siguiente ejemplo. Es evidente que
el punto maximo de la esfera (z — 1)? + (y — 2)? 4 (z — 3)* = 25 (esfera de
centro (1,2,3) y radio 5) es el (1,2,8) mientras que el minimo es el (1,2, —2).

Supongamos ahora que lo que se plantea es hallar el valor maximo o mini-
mo de un curva dibujada sobre esta superficie esférica. Entonces el problema
consiste en hallar los valores extremos de la funcién z de la esfera con la
condiciéon de que la proyeccion sobre el plano z = 0 de la curva dibujada
sobre la esfera sea nula, es decir, que g(z,y) = 0. Por ejemplo: ;jcuél es el
punto més alto de la circunferencia obtenida cortando la esfera enterior por

un plano no horizontal?.

Sea f(z,y) una funcién de la cual se desea hallar los extremos relativos
con la condicion de que las variables x e y estén ligadas entre si mediante la
ecuacién g(z,y) = 0 y supongamos que f y g son funciones diferenciables en

el punto (a,b).

Teorema 9.4 Condicion necesaria para la existencia de un extremo
relativo condicionado.

Condicion necesaria para que el punto (a,b) sea un extremo relativo de la
funcion f(x,y) si g(a,b) =0, es que el jacobiano de f y g con respecto a x

ey en el punto (a,b) sea nulo.

Demostracion. Si (a,b) es un extremo de la funcién f(z,y) entonces f,(a,b) =

fy(a,b) = 0 por lo que se verifica que df = f,dx + f,dy = 0 en el punto (a, b).
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Por ser g(x,y) = 0, también es dg = 0 en todo punto (x,y) y en particular
en el punto (a,b), por lo que dg = g,dx + g,dy = 0 en (a,b).
Condicién para que el sistema formado por las ecuaciones df = 0y dg =0

sea compatible es que el determinante de los coeficientes de dx y dy sea nulo:

of of
_ | 0z O _
J(a,b) = o i =0
or Oy (a,b)
. . B fe | Yo
Desarrollando este jacobiano se obtiene f,g, — fy9. = 0 — f_ = —en
y 9y

en el punto (a,b).

Facilmente se extiende el desarrollo anterior al caso de una funcién que
posea mas de dos variables.

El célculo de los extremos relativos de una funcién sujeta a una o mas

condiciones se denomina optimizar dicha funcién.

9.4.3. Algoritmo 1 para el calculo de extremos condi-

cionados: Mtodo de sustitucion

En caso de que de las n ecuaciones de condicion sea posible expresar
n — 1 variables en funcién de la restante, se sustituye dichas incognitas en
la funcién dada con lo que el problema se reduce al calculo de los extremos

relativos de una funcion de una sola variable.

Ejemplo 9.28 Hallar los extremos relativos de la funcién f(x,y) = 22y

sabiendo que r +y —1 =10

Despejando y en la ecuacion de condicion, y = —x + 1, y sustituyéndola
en la funcién a optimizar f(z,y) se obtiene la funcién de una sola variable
é(x) = 2*(1 — x). Hallemos los extremos de esta funcién:

¢(z) =2r—322 =0 — x =0, z = 2/3 que sustituidos en la segunda
derivada ¢"(x) = 2 — 6x dan ¢"(0) = 2 > 0 — = = 0 es un minimo y
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¢"(2/3) = =2 <0 — z = 2/3 es un maximo.
Por lo tanto, la funcién dada posee un minimo relativo en el punto (0, 1,0)
y un maximo relativo en (2/3,1/3,4/27).

9.4.4. Algoritmo 2 para el calculo de extremos condi-
cionados: Método de los multiplicadores de La-
grange

En algunos casos no es posible expresar n — 1 variables en funcién de la
restante por lo que se debe buscar otro método que nos permita hallar los
extremos condicionados.

El método de los multiplicadores de Lagrange consiste en introducir tan-
tos parametros como ecuaciones de restriccion existan y que al ser eliminados
del sistema formado por las ecuaciones de ligaduras y las ecuaciones en de-
rivadas parciales, determinan los puntos en los que existe extremos de la
funcién en estudio.

Estudiemos el problema para el caso de una funcién de dos variables con
una ecuacion de ligadura.

Sea f(x,y) la funcién que se pretende optimizar con la condicién de que
g(z,y) = 0. Formamos la funcién ¢(x,y,\) = f(z,y) + A\g(x,y), siendo A
un parametro a determinar, llamado multiplicador de Lagrange. Entonces es
Gz = fo+ Ao, Oy = fy+Agy, &x=g(z,y)=0.

Si se elige A de tal forma que las derivadas sean nulas, se obtiene el sistema
$r = fo+Age =0

de tres ecuaciones: Gy =fy+Ag, =0 cuyas incognitas son x, y, A.
or=g(z,y) =0

Resolviendo este sistema se obtiene los valores de x e y que optimizan la

funcién f(z,y) con la condicién de que g(z,y) = 0.

Para saber si en los puntos encontrados la funcién f(x,y) posee un ex-
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tremo se puede estudiar el signo de ¢,, en dichos puntos, o el signo de f,,
puesto que g(z,y) =0 — ¢ = f. También se puede hacer por simple inspec-
cién sin mas que tomar otro punto cualquiera que verifique que g(z,y) = 0
y se comprueba si f(x,y) en dicho punto es menor (o mayor) que el valor
encontrado en el punto singular que se estudia.

El método es facilmente extensible al caso en que haya un niimero mayor
de ecuaciones de condicion, sin mas que introducir tantos parametros como

condiciones.

Ejemplo 9.29 Hallar los extremos relativos de la funcién z = 2% + y? con

la condicién de que 3x* + 4xy + 6y> — 6 = 0. Interpretar el resultado.

El problema consiste en optimizar la funcién f(x,y) = x*+y? con la condicién

(ecuacién) de que g(z,y) = 322 + dxy + 6y* — 6 = 0.

1. Formamos la funcién

d(x,y) = [+ Ag = 2% +y* + \(32% + 4y + 69> — 6).

2. Hallamos las derivadas de primer orden de la funcion ¢:
GO =2+ N6z +4y) , ¢, =2y + A4z + 12y).

3. Se resuelve el sistema ¢, = 0, ¢, = 0 y se sustituye la solucién (z,y)
en g(x,y) =0:
(1+3N)z+2\y=0
20+ (1+6MN)y =0
Este sistema homogéneo admite como primera solucién la trivial,
x =y = 0, la cual no es vélida porque el punto (0,0) no verifica la
condicién ¢(0,0) = 0.
Para que admita otras soluciones distintas de la trivial, el determinante

de los coeficientes ha de ser nulo:

143X 2)

= 14N+ +1=0—= A =—1/2, A= —1/T
2\ 146X
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a) Si A = —1/2, entonces, sustituyendo en una ecuacion del sistema
se obtiene —z — 2y = 0 — o = —2y, que sustituido en g(z,y) =0
origina la ecuacién 5y —3 =0 — y = :I:\/é —xr= :FQ\/%

Sustituyendo ambos valores en f(z,y) resulta f =3

b) Si A= —1/7, entonces —2x+ 2y =0 =y = 2z — 352> — 6 =0
por lo que x = i\/§—> Yy = j:Q\/g.
Sustituyendo en la funcién dada resulta el valor 6/7, por lo que
el maximo de z es 3 y se consigue en los cuatro primeros puntos,
mientras que el minimo es 6/7 y se consigue en los cuatro tltimos

puntos.

Interpretacién: dado que d? = 2% + y? representa el cuadrado de la distancia
desde el origen hasta un punto (z,y), estos resultados indican que la méxima
distancia desde el origen a la elipse g(z,y) = 0 es 3 y la minima distancia es
6/7.

Ejemplo 9.30 Hallar los extremos de la funcion u = x® + y* + 2% con las

condicionest+y+2=0, v—y—22—3=0.

Aplicaremos el método de los multiplicadores de Lagrange.

Sea ¢ = u+ A f + Aag por lo que

¢ =22+ + 22+ N (z+y+2)+ Aa(x —y —22—3). Se obtiene asf el sistema
lineal homogéneo

Or =2+ A+ =0

Oy =2+ A\ —A=0

G, =22+X —2X =0

Sumando las dos primeras ecuaciones resulta \; = —z —y, A\ = y — = que
sustituidas en la tercera ecuacién da = — 3y + 2z = 0 que junto con las
ecuaciones f = 0y g = 0 origina el nuevo sistema

r+y+z=0
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rT—y—22=3

rT—3y+22=0

cuya solucién es el punto (%, I—Z’, ’76) que sustituido en la funcién u da el
valor 27/14 que es un minimo, ya que u no es més que el cuadrado de la
distancia desde el origen a la interseccién de los planos f =0y g = 0 (la

méxima distancia serfa infinito)
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9.5. EJERCICIOS RESUELTOS

2

1. Estudiar los puntos criticos de la funcion f(x,y) = 2% —zy+2y* — 2z —

3y + 6

a) Se resuelve el sistema de ecuaciones f, =0, f, =0:

9
of _ —

b) Se halla el hessiano de la funcién
2f _
ox?
2
L b H) =
P _
a7 =4

2 -1
-1

=7>0

¢) Como el hessiano es positivo para todos los valores de x e y, en el
punto (1,1, 4) hay un extremo relativo y puesto que f,.(z,y) > 0,

en el punto (1,1,4) hay un minimo de la funcién.

2. Estudiar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = (22 + y?)e* ¥’

Hallamos las derivadas primeras y se resuelve el sistema f, = 0, f, = 0:
fo= 26’”2_y2(x3+xy2+x) st tr=0—2=0 22+ +1=0
fy =2V (—f—2Py+y) — =P —2Py+y =0 — y = 0, y’+2>—1 =0
Dado que 2% + y? + 1 no puede ser cero, las soluciones son los puntos
A(0,0), B(0,1) y C(0,—1).

Hallemos el hessiano de la funcién en cada uno de estos tres puntos

singulares:
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H(0,0) = Jor oy | _ =4>0, fu(0,0)>0—
Ty fyy 0 2
—  hay un minimo en A
29 2(-2 32
H(Ovl) = ; ;( ) :——2<O—>
2(=2) 2(-2) €

—  hay un punto de silla en B

29 29 32

=—— <0
2y @

H(0,~1) =

—  hay un punto de silla en C

3. Hallar el punto de la recta 3x — 2y + 4 = 0 mds cercano al (1,4)

Sea X (z,y) un punto de la recta. La distancia del punto P(1,4) al
X(z,y)esd=/(x —1)2+ (y — 4)2.
Sea ¢(z,y) = d>+X\Bx —2y+4) = (x —1)*+ (y —4)* + A\(3z — 2y + 4).

Entonces

) 2 — 3\
gx (x—1)+3A=0—2=z 5
L =2y—4)—22=0—>y=4+\
3y (y—4) y=4+

Sustituyendo estos valores en la ecuacién de la recta:
2 -3\ 2
3< 5 )—2(4—1—)\)—1-4:0%/\:—1—3 por lo que z = 13, y = 22
16 50),

siendo el punto buscado el X (g3, 75

4. Hallar el punto de la circunferencia x* + y*> — 6x + 4y — 12 = 0 mds

cercano al origen. También el mds lejano.

Sea X (z,y) un punto de la circunferencia. La distancia entre X y el

origen es d = \/x2 + y2. Sea ¢(x,y) = d* + \(z* + y* — 6z + 4y — 12)
— ¢z, y) =22 + y* + AMa® + y? — 62 + 4y — 12).
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a) Se resuelve el sistema:

0¢ 3\
— =242\t —6A=0 = —
gfé; T+ 2\ — T 1 _5/\)\
=22y AN =0y = ——
dy Yy ey Y77 +A
b) Se sustituyen estos valores en la ecuacién de la circunferencia y se
-5+ 13
obtiene A = T\/_
—5++/13 ~15+3v13 10 —2/13
» Para A\ = ————es Xj = g
5 V13 V13
—5— /13 15+3v13 10+ 213
» Para A\ = ——— es Xy = g
5 V13 —V13
c) Se halla el hessiano de la funcion:
7 =2+ 2) 242\ 0
ZL_0 = Hwy) = = (2423 >0
agfy 0 242X
S5 =242\

oy?
por lo que ambos puntos son extremos.

d) Hay que estudiar el signo de % en ambos puntos:

-5+ v13
s Para \ = % es fr(X1) = %ﬁ > 0 por lo que hay un
minimo en X3
—5—+/13
s Para \ = — s foz(X2) = —%ﬁ > 0 por lo que hay

un Maximo en Xo
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9.5.1. Ejercicios resueltos

1. Hallar las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funcio-

h

nes:
a) z(z,y) = eV sen(zy)
b) f(p,0) = p*tgl
c) r(p,0) = p*cos' f
d) 2(z,y) =2
e) u(z,y) = 2°y* + sen(%)
f) plu,v) = Vu2 +v2e”
g) u(z,y,2) =ev + e
) u(

2. Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a las

siguientes superficies en los puntos que se indican:

a) z = ™) en el punto (1, —1)

b) f(x,y) = arctg (22 ) en el punto (0, —1
T—y

¢) z2(z,y) = In(z? + y*) — /22 + 32 en el punto (e, 0)
3. Comprobar que la funcién f(x,y) = z™arctg (%) es solucion de la
ecuacion diferencial x% + yg—i =nf

4. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie

22 — o2
2z = ———— en el punto de coordenadas r =1, y=—1

5. Indicar la naturaleza de las curvas de nivel de la superficie
fz,y) = In(22” + 3y* — 4)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Indicar la naturaleza de las curvas de nivel de la superficie

222 + 3y?
f(z,y) =sen (m

Hallar la direccién de maxima pendiente en el punto (2, —1, —23) de la

superficie z = 2%y — 32% + 4y — 3

Hallar el gradiente de la funcién z(z,y) = x?seny + y* cosx

. Hallar el gradiente de la funcién u(z,y, z) = 2%y — 3yz cosx + 2* cos z

Siu= /224 y?+ 22, hallar x u, +y u, + 2 u,
Hallar las derivadas parciales de segundo orden de las funciones

a) z=x’seny
b) z = ze?’
c) z:ln<:c—|—y—|—\/1+(x—|—y)2)
Siu = 22¢*", hallar .y,
Siz= % hallar el valor de x - zz5 + ¥ - 24y

Hallar z,,,(3, —%) si 2 = tg(z + y)

Hallar las derivadas parciales segundas de la funcién

z = In(z? + »?) en el punto P(2,1)

Hallar los puntos criticos de la funcion

flz,y) = 2* — 4oy +3y* — 5u + 7
Estudiar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2% — 2zy? + 8y?
Estudiar los puntos criticos de f(z,y) = In(22? — 2y + y> + 1)

Hallar el punto del plano x — 2y 4+ 3z — 5 = 0 mas cercano al (1,2, —2)
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20.

21.

Hallar las distancias minima y maxima desde el origen a la elipse

2yt —ay—1=0

Hallar la minima distancia del punto (1,—1,0) al paraboloide

z =%+ y?
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RESPUESTAS:

L. a) z = e"Vsen(zy) + y cos(zy)]

zy = e"TY[sen(zy) + x cos(zy)]

b) f,=2ptgl, fo=p(tg>0+1)

c) r,=2pcos' 0, 1y = —4p*cos’ O sen
d) zg =xy -2 ' +y-2%¥nr, zy=2-7%Inx
cos £ x T
e) uy = 2wy* + y,uy:2x2y——200s—
Y Y
1 1
f) pu=tv——=xe, py = v—=—t"
(u? 4 v?) (u? 4 v?)
. 2] . z —XI gl . z —Y
g) Uy =ev—, Uy, —ey?—i—ez;, U, —ey?

1
cos?(z + y? + 23)

2
u, = 27 (zm In2tg(x +y* + 2°) + Y )
)

h) u, = 2" <yz In2tg(z +y* + 2°) +

cos?(x + y* + 23)
322

cos?(x + y? + 23)

u, = 2%Y* <xy In2tg(z +y* + 2°) +

2. a) Plano tangente: z —e 2= —4de 3(z — 1) +4e2(y + 1

z—1 _ y+l _ z—e2
—4e=2 7 4e=2 T -1

Recta normal:

b) Plano tangente: z + 5 =«

z+Z
Recta normal: z = Y = Ay

o

2
T—e Yy
0

Recta normal: 5=5
€

3. Hallamos las derivadas con respecto a x e y:

- Yy -2
=nzr" tarctg L — 2" y——
1
fy = ! 5+ Se sustituye en el primer miembro de la ecuacién

1+ (%)
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propuesta

n g _ n—1 1 n—1 Y —
nw arctg<x> x y—1+(%)2+x —1+(%)2 nf(x,y)

4 z=vV2x—-1)+V2(y+1)
. y?
5. i e 1: son elipses de centro el origen y semiejes de longitudes
2 3
\/602+4 y \/eC;A
2 y?
6. —— — —— = 1: son hipérbolas de centro el origen y semiejes
2-m  3+m
a= /520, b= /55, siendo m = arcsenC
7. a = 15326’
8. grad(z) = (2rseny — y*senx, 2 cosy + 2y cos 1)
9. grad(u) = (2zy + 3yzsenz, v* — 3z cos 7,
—3ycosx + 2zcosz — 2 sen 2)
10. zugy +y uy +2 u, = u
11.  a) zz =2seny Zyz = 2T COSY Zyy = —z?seny
b) 2pw =0 Zyz = 2ye¥” Zyy = ey2(2x + 4xy?)
C) Zpx = Zyz = Zyy = — vty
12, Upyyy = exy2(8y3z + day’2)
2 3 3
13, 4= 2y
(z+y)°
T T
14. zype(=,——) =16
Zy (2 4)
6 8 6
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. P(=2,-5,1%) es un punto silla.

. El origen es un minimo relativo y los puntos (4, +2,4) son puntos silla.

. (0,0,0) es un punto de silla y (%, %, In %) es un minimo

. (2,0,1)
. Distancia minima /2/3. Distancia Maxima V2

d=

2
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Capitulo 10

METODOS DE
INTEGRACION

Se ha dividido la parte dedicada al Calculo Integral en dos capitulos. En
el primero de ellos se estudia la integracién indefinida, desarrollando distintos
métodos de integracién de funciones que, en general, dependen del tipo de
funcion a integrar. No obstante, debemos indicar que algunos ejercicios pue-
den ser resueltos de formas distintas sin que se pueda decir que un método
es mejor o peor que otro sino que, dependiendo de la funcién particular a
integrar, en algunos casos es mejor un método determinado mientras que en
otros casos es preferible usar otro distinto.

Y en el siguiente capitulo estudiaremos la integral definida de Cauchy-
Riemann, sus propiedades y su aplicacion a algunos problemas concretos
como el cédlculo de areas en curvas planas, la longitud de un arco de curva y

el volumen de una superficie de revolucion.

51



10.1. INTRODUCCION

10.1.1. Definicion

De cursos anteriores sabemos que derivar una funcién F'(x) es hallar otra
dF y . .,
funcién f(x) tal que % = f(z), donde la operacién de derivar una funcién
T
se ha de ajustar a ciertas normas y sabemos también que esta operacion
verifica propiedades que no hace al caso recordar en su totalidad. De entre
estas propiedades destacamos la de linealidad que establece que la derivada
de una suma de funciones es la suma de las derivadas de las mismas y que

la derivada de una constante por una funcién es igual a la constante por la
derivada de dicha funcién, es decir: D(af(x)+bg(x)) = aD(f(x))+bD(g(x)).

Definicién 10.1 Integrar una funcion f(x) es hallar otra funcion F(x) cuya

derivada sea la funcion inicial f(z)

La funcién que se integra, f(z), se llama funcién integrando y la funcién
hallada F'(z) se llama funcién primitiva o integral de f(z). Por lo tanto la
integracién es la operacion inversa de la derivacion y se indica en la forma
f(z)dx = F(x).
Al igual que acontece con la derivada de una funcién que es una fun-
cién tnica, la primitiva de una funcion también es tinica, salvo una cons-

tante llamada constante de integracién. Es decir, que si [ f(x)dx = F(x)

y /f(x)dx = G(z) entonces G(z) = F(x) + C. Evidentemente, la razon es
sencilla, puesto que si D(F(z)) = f(z) = D(F(z) + C) = f(x).

Esta integracién se llama indefinida (se obtiene una funcién) para dis-
tinguirla de otra que veremos en el siguiente capitulo llamada definida (se

obtiene un nimero).
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10.1.2. Tabla de integrales inmediatas

Asi como derivar una funciéon puede ser un proceso mas o menos laborio-
so pero generalmente sencillo, integrar una funcion suele ser una operacion
bastante mas complicada que derivarla. De hecho, podemos decir que pocas
funciones son integrables elementalmente y que ain las que lo son, suelen
exigir un procedimiento especifico para ellas.

Por regla general, el proceso de integracién consiste en transformar el
integrando en otra funcion cuya integral sea mas sencilla de hallar que la an-
terior. Por esta razén es conveniente conocer la primitiva del mayor ntimero
posible de funciones. En cualquier caso, es necesario conocer cuando menos
las integrales inmediatas que indicamos a continuacion quedando bien en-
tendido que otras integrales que aparecen en tablas mas amplias pueden ser

halladas a partir de éstas.
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Tabla de integrales inmediatas

/xa drx = -1}
1
/—d:v Inx+C
T
/ax dr = efde=e"+C
lna
/senx dr = —cosx +C
/Cosx dr =senx +C
/ 2, dr =tanx + C
cos
/ o r=—cotx+C
sen

/ dx = arctanz + C
1+ 22
1 1 1
/ dx:argtanhx+C':§1n< +$)+C'

1 — 22 1—=x

dr = arcsenx + C

1
/\/l—x2
1
——d
/m
1
——— drx =argcoshex +C =In(x + Va2 —-1)+C
va?—1

Esta tabla puede ser ampliada a criterio del lector con aquellas integrales

r=argsenhz +C =In(z+ va?2+1)+C

de uso frecuente que le parezcan interesantes de memorizar.

De forma semejante a como dijimos al comienzo de este capitulo de que
una propiedad fundamental del célculo diferencial es la propiedad de linea-
lidad, igualmente, la propiedad fundamental del Calculo Integral es que la

operacién de integracion verifica la propiedad lineal, es decir:

/(af(x) +bg(z)) dx = a/f(:z:) dx+b/g(x) dz.
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Es facil demostrar esta propiedad sin mas que derivar ambos miembros

de la igualdad y comprobando que se obtiene el mismo resultado.

4
Ejemplo 10.1 Hallar/ (2503 — 4272 + 3sen x — —) dx

x
Aplicando la propiedad lineal de la integracion y teniendo en cuenta la

tabla de integrales inmediatas, resulta

4
/(23:3—4952%—356713:—;) dr =
1
= 2/x3dx—4/:E_de+3/senxdx—4/5 dr =

4 -1 1.4

4
= 2$——4$——3c:osx—4lnx+(]:—+——3cosx—41nx+0
4 -1 2 T

A esta propiedad también se le llama Integracion por descomposicion en

sumandos.

Una propiedad interesante puesto que simplifica mucho los calculos es la

siguiente.

Teorema 10.1 Si /f(x) dr = F(z) entonces /f(ax—i—b) dr = %F(am%—b)
Demostracion. Del concepto de integral indefinida se deduce que

/f(x) dx = F(x) «— D[F(z)] = f(x), por lo que

D[:F(ax +b)] = Laf(ax +b) = f(ax +b).

dz
2— 3z

Ejemplo 10.2 Hallar/

dx
Teniendo en cuenta / — =Inz + C, resulta que
x

dx 1
= —1In(2 -
/2—390 = n(2—3z)+C
Ejemplo 10.3 Hall / da
.3 Hallar | —+———
Jemp cos?(4x + b)
d d 1

Dado que /cosfx = tanz+C, entonces /Wxx—l—f)) =1 tan(4z+5)+C

95



10.1.3. Ejercicios resueltos

Aplicar las férmulas de la tabla de integrales inmediatas y la propiedad

lineal de la integral, para hallar las siguientes integrales:

1. /(2x3—5x2+4+§—12> dx
T

I = /(21‘ — 52 +4+§—12) dr =
x
1
= 2/:c3dx /:c d:v+4/d:c+3/ dx—?/ 2 de =
T

4 3

x x x~

= 2——5—+4 Ine —7— =
1 53 +4r +3lnx -7 1—|—C
t 5 7

= L 2B 43t 4C
2 3 x

A partir de ahora, y siempre que sea posible sin dificultar la integracion,
pasaremos directamente a la integracion sin pasar previamente por la

descomposicion y representaremos por I la integral a calcular.

3 4 2
2. — Va2 — d
/(Sx Vo + TV sen?(3z — 1) + m) x

dx
_ _ 1 23 5
I = /xdx /x d:p+7/x dx 4/sen2(3x—1)+

v
V1 — 22
AP t(3z — 1)+ 2 +C
= — = 2— _— — CO xXr — arc sen xr
2 73 5 3
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5 2 3
3. 2e370 dy — — —1)]d
/(e T T3 @ ) > v

5 1 1
I = 2 [ Pdo—- [ =dx+2 d
/6 . 4/ZB T /793—3 T
1
3| ———dr— [ de =
N /COSQ(Qx—l) ‘ /w

2 5 2 3
= 563‘”’5 — Zlnx—i— ?ln(7x—3)+§tan(2x— 1)—z+C

4
4. 2 — _— 2y d
/ ( cos(3x — 5) + sen?(3 — 52) V3z + 5) x

1
=2 _ 4 f —
/008(3:1; 5) dx + /se 23— 52) dx

—2/(3x—i—5)é dr =

2 4 1
= gsen(?)x —5) + 500’5(3 — bz) — 23—6(3x +5)5 +C
5

7 3 )
D. 2v/5 -3 —— — 44— d
/( x+\4/2—3:c 5174+ \3/1—456) ‘

~

:2/(5—336)é dx+7/(2—3:c)411 d:c—3/x4d:c+
+ 20/(1—4:(;)—% dz
1

3 1 3 1
= 2_—3§(5—3x)z+7_—3§(2—3x)4—3—x S+
2
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10.2. METODOS GENERALES DE INTE-
GRACION

El primer problema que se plantea al intentar resolver una integral es
saber de qué forma puede hacerse. En general, la forma de solucionar una
integral indefinida depende de la funcion a integrar, de forma que segin sea
el tipo de funcién, asi serd el método a seguir.

No obstante, existen dos métodos generales de integracién que se usan,
generalmente, cuando el integrando es el producto de dos funciones.

Describiremos a continuacién estos dos métodos.

10.2.1. Integracion por sustitucién o cambio de varia-
ble

Supongamos que intentamos resolver la / f(x) dz y que por alguna razén
suponemos que si sustituimos la variable x por una funcién g(t), la integral
resultante es mas sencilla de resolver que la integral propuesta. En tal caso, si
hacemos x = ¢(t), entonces es dx = ¢'(t)dt, por lo que, sustituyendo estas dos
expresiones en la integral propuesta, se obtiene / f(z) de = / flg(t)]-¢'(t)dt.
No olvidar que después de sustituir todas las variables x, también hay que
sustituir la dx por su valor.

Aunque no es una regla fija, podemos decir que el cambio de variable se
suele aplicar cuando la funcién integrando tiene la forma [ flu(z)]-u'(x) dz,
pues en tal caso, haciendo el cambio de variable u(x) = t es u/(x) dx = dt
con lo que resulta una integral de la forma [ f(¢)dt supuestamente més
sencilla que la inicial. Se puede decir entonces que el método de integracion
por cambio de variable se utiliza en caso de que una parte del integrando
sea la derivada de otra parte. También se utiliza, en combinacion con otros

métodos, para eliminar exponentes fraccionarios o para sustituir funciones
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de expresion complicada por otras mas sencillas de manejar.

sen T

Ejemplo 10.4 Mediante un cambio de variable apropiado, hallar /e cosz dx

Haciendo senx = t es cosx dxr = dt con lo que sustituyendo en la integral

propuesta es
/ese“cosx dr = /etdt =+ C=e""4C

No olvidar que, tras hacer un cambio de variable para resolver una inte-
gral, hay que deshacer este cambio tras efectuar la integral.

Hemos visto en este ejemplo que, a veces, no es necesario expresar r en
funcion de la nueva variable para luego diferenciar, sino que se diferencia
directamente puesto que la funcién integral posee el factor v'(x) dz.

e’ dx
i

Haciendo e® = t, resulta e” dx = dt, por lo que sustituyendo en la integral

Ejemplo 10.5 Resolver por sustitucion

inicial es
e® dx

dt
M‘/m

= arcsent + C = arcsen(e®) + C

dx

senx

Ejemplo 10.6 Hallar/

Teniendo en cuenta la féormula del seno del angulo doble, resulta que

/ dx / dx / dx
I pu— = pu— T pu—
sen x 2sen(5) cos(5) gsen(s) cos? (%)

cos(3)
B / dx
B 2tan(5) cos?(5)
. x 1
( Cambio: tan(§) =t— 5@ dx = dt)

dt
— I:/?zlnt+0:lntan(§)+0
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Teorema 10.2 Demostrar que /% de =In(f(x))+C

Basta hacer el cambio de variable f(z) =t — f’(x) dz = dt para encontrar

que
dt
I= ?zlnt—l—C:ln(f(x))—FC' (10.1)
Es conveniente anadir esta integral a la tabla de integrales inmediatas.

Ejemplo 10.7 Hallar /tanx dx

senx
Ccosx

Como tanx = , haciendo el cambio de variable cosx =t — —senx dr =

dt
dt, por lo que I = - = —Int+ C = —In(cosz) + C
Por tanto, la integral de una funcion en la que el numerador es la derivada

del denominador, es el logaritmo neperiano del denominador.

!/
Teorema 10.3 Demostrar que f() de =2\/f(z)+C

V()
Basta hacer el cambio de variable f(z) = t* — d(f(z)) = f'(z) dv = 2tdt

para encontrar que

d
I:/?Z/th:2t+0:2\/f(x)+(] (10.2)

(Anadir esta férmula a la tabla de integrales inmediatas)

10.2.2. Integracion por partes

Recordemos que la diferencial del producto de dos funciones u(x) y v(x)
es d(uv) = udv + vdu — udv = d(uww) — vdu.
Integrando esta iltima ecuacion se obtiene la férmula de la integracion por

partes:

/udv = uv — /vdu (10.3)
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Este método se suele aplicar cuando el integrando es el producto de dos
funciones de distinto tipo: es un polinomio por un seno, un coseno, un loga-
ritmo o una funcién exponencial o bien es un seno o un coseno multiplicado
por una funcién exponencial. Como regla general, en el primer caso se hace
u igual al polinomio y dv a la otra funcién, salvo en el caso del logaritmo en
que se hace justo al revés; y si es el producto de una funcién seno (o coseno)
por una funciéon exponencial, es indiferente a quién se iguala u y a quién
dv, pues siempre se obtiene la llamada integral circular como veremos en el
ultimo ejemplo de esta seccion.

Digamos finalmente que una integral por partes se puede aplicar reitera-

damente a las sucesivas integrales que se vayan obteniendo.
Ejemplo 10.8 Integrar por partes /(21’ —3)cosx dx

Integral por partes:

u=2r—3—=du=2dx

cosz dr=dv—v= fcosx dr =senzx

Aplicando la féormula (10.3) de la integracién por partes resulta:

/(2x—3) cosz dxr = (2x—3) senx—/Qsenx dx = (2x—3)senz+2cosz+C

Notar que al hallar v no es necesario poner +C, pues si se hiciera seria
/udv:u(v—i-C)—/(U+C)du:uv—i—uC—/vdu—Cu:uv—/vdu.
Por esta razon, las constantes intermedias no se tienen en cuenta al inte-

grar y solo se coloca la constante al obtener la integral final.
Ejemplo 10.9 Hallar /(Sx —5)Ilnx dz

Por partes:

u:lnx%du:%dx
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dv=(3z —5) de — v =322 — 5z

Luego
I = (;xz —bz)lnx — /(21:2 — 5x)i dx =
= (;xz—Sx)ln:c—/(gx—@ dx =
= (;x2—5x)lnzx—g%2+5:v+0

Ejemplo 10.10 Hallar /(43:2 — 5z 4+ 6)e” dx

Por partes:

u=4x*> —5x+6 — du= (8 —5) dz

dv=ce"dr —v=[e" dv=e"

Luego I = (42 — 5z + 6)e” — [(8z — 5)e” dx
Repetimos otra vez la integracion por partes:
u=8r—5—du=38dx

dv=¢e"dx —v=2¢e"

Por lo tanto

I = (42 — 5z + 6)e” — (8x — 5)e” + [ 8e” du =
(42 — 5z + 6)e” — (87 — 5)e” + 8¢ + C

De hecho, es facil probar la siguiente féormula de recurrencia:

Si P(z) es un polinomio en z, entonces

/P(a:)e’” de =e*(P—P +P'"—P"+---)+C (10.4)

Ejemplo 10.11 Hallar / e”(22* — 42* + 5z + 6) dx

Aplicando la férmula (10.4), resulta inmediatamente
I =e"[(22% — 42* + 52+ 6) — (622 —8x +5) + (122 — 8) — 12] + C' —
— I = e"(22° — 102 + 252 — 19) + C
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Ejemplo 10.12 /arc senx dx

Por partes:

. 1
u=arc senxt — du = Wiwr dz
dv= dxr—v=u=x

Luego, aplicando la férmula (10.2) resulta

dr = xarcsenz +vV1—224+C

I =zxarcsenx —

x
/ V1— a2
Ejemplo 10.13 Hallar /e“ senx dx

Por partes:

u=e* = du=¢e"dr

dv=senz dr —v=—cosx — [ = —e“cosz + [ e*cosz dz

Volvemos a hacer una integracién por partes con la misma asignacién de an-
tes:

u=e* = du=¢e"dr

dv=cosz dv —v=senxr — [ = —e"cosz + e“senx — [ e“senz du.

Pero esta tultima integral obtenida es la misma que se habia propuesto ini-
cialmente, por lo que podemos escribir

I = e*(senx — cosz) — I. Si pasamos la I del segundo miembro al primero,
sumamos y despejamos I, resulta finalmente que

2] = e"(senx — cosx) — [ = 1e*(senz — cosz) + C

Los dos métodos de integracion desarrollados en esta seccién suelen ir

combinados entre si.
Ejemplo 10.14 Hallar /xarc senz dr

Cambio de variable: arcsenxz =t — x = sent — dx = costdt, por lo que

1
I= /tsentcostdt = §/tsen(2t)dt
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Por partes: u =t — du = dt; dv = sen(2t)dt — v = —3 cos(2t). Luego:
1 1 1 1
I= _Zt cos(2t) + 5 cos(2t)dt = _Zt cos(2t) + 3 sen(2t) +C

Para deshacer el cambio, tener en cuenta que

sen(2t) = 2sentcost = 2senty/1 — cos’t = 2xv/1 — 22
cos(2t) = cos’t —sen?t = 1 — 2sen?t = 1 — 222, Por lo tanto,

I=—-1(1-22%)arcsenz + txv1—a2+C
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10.2.3. Ejercicios resueltos

Resolver las siguientes integrales aplicando el método apropiado:

1. /ev‘g’x_l dz

Hacemos el cambio de variable 3z — 1 = t2 — 3 dx = 2tdt —
2
I= g/ettdt. Aplicando la férmula (10.4), resulta

2 2
I= §et(zt —1)+C= gev?’ﬂH(\/:aa: —1-1+C

2. /arctanx dx

Hacemos la integral por partes siendo
1
a7 dx

dv= dr — v =z, con lo que

u = arctanz — du =

1
= rarctan —/ Yz =garctana — —In(1+2*)+C
1+ 2?2 2

3. /arc sen’ x dx

Cambio de variable: arcsenx =t — x = sent — dx = costdt —

I= /t2 cos tdt.

Hacemos esta integral por partes siendo

u=1t*— du = 2tdt y dv = costdt — v = sent.

Por lo tanto I = t*sent — 2 / tsentdt. Resolvemos esta nueva integral

también por partes con
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u=t—du=dtydv=sentdt - v = —-cost, con lo que

I = tQSent—Q(—tcost—l—/costdt)

= t’sent + 2tcost — 2sent + C
= garcsen’z + 2v1 — a22arcsenz — 2z + C'

Tener en cuenta que si senxz = ¢ entonces cosx = /1 —sen?x =
V1—1t2
[
S ———— W}
Vo1l —x
Mediante el cambio \/r =t — x = t* — dx = 2tdt se obtiene
o / 2tdt
tv1 — 2
1
2 ——
| =

dt = 2arcsent + C' = 2arcsen(v/z) + C

5. /mml) da

Cambio de variable: x +1=t> > x =t> — 1 — dx = 2tdt —

I :/t(tQ—1—1)2tdt:2/(t4—2t2)dt:
B YRR N/ cxv B

3 3 )

6. /62’”_5(3x +4) dx
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Cambio: 2z — 5=t s o =2 - dr =%

t 1 1
I = /et(3i5+4)-dt: -/et(3t+23)dt:
2 2 4
1 1
= Zet(3t +23-3)+C = 1621—5(3@9; —5)+20)+C =

1
= Z—le2”f*5(6:c +5)+C

sin més que aplicar la férmula (10.4).

. /sen\/de

Cambio: © = t* — da = 2tdt — I = [ 2tsentdt.
Integracion por partes: v = 2t — du = 2dt y dv = sentdt — v =

—cost, por lo que
I = —2tcost+ 2/costdt = —2tcost + 2sent + C
= —2yzcos(vx) + 2sen(v/z) + C
: /(91;2 —z)In(z +2) dx

Por partes:

u=1n(z+2) = du= — du
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dv = (2* — x) dv — v = 22° — 122 por lo que

3 2

~

1, 1 300 — 52

1 1
= In(z+ 2)(5903 — §l’2>

1 9 28
—6/(2$ —7x+14—x+2> dr =

1 1
= 1H(Z’+2)(§$3—§[I§'2)
12, 7,
—é(gm — 5 + 14z — 281In(x + 2)) + C

9. / arctan(/z) dz

Cambio de variable:
r =1 — dr=2tdt — I = [ 2tarctan tdt.

Esta integral se resuelve por partes:

_ 1
u = arctant — du = 1+t2dt

dv = 2tdt — v = t% por lo que

t2
I = t?arctant —/ dt
1+¢t2

1
= t*arctant — /(1 - m)dt =

= t?arctant —t + arctant + C

= wxarctan(y/r) — /& + arctan(v/z) + C

Acaban aqui los métodos generales de integracion y pasamos a continua-

cién a la integracion segun el tipo de funciones.
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10.3. INTEGRACION DE FUNCIONES RA-
CIONALES

Recordemos que una funcion racional es el cociente de dos funciones po-
linémicas: f(x) = %. En caso de que el numerador N (z) sea un polinomio
de grado igual o superior al grado del denominador D(z) es necesario efec-
tuar la divisién hasta llegar a un resto r(z) que sea un polinomio de grado
estrictamente inferior al del cociente D(x). Teniendo en cuenta que en toda

division se verifica que el dividendo es igual al producto del divisor por el

cociente mas el resto, dividiendo por el divisor se obtiene ggg =C(z)+ Z)((?)

de donde resulta finalmente la férmula

/]l\)[g; dr = /C’(SU) d:c—l—/g((xx)) dx (10.5)

Dado que C(x) es un polinomio, su integracién no reviste ninguna dificul-

tad, por lo que centraremos nuestra atencion en la integracion de funciones
racionales cuyo numerador sea de grado inferior al del denominador. En ge-
neral, la integracion de una funcién racional se efectiia descomponiendo la
fraccion en suma de fracciones simples, descomposiciéon que depende del ti-
po de raices del denominador. Por lo tanto clasificaremos la integraciéon de

funciones racionales en los tipos que distinguimos a continuacion.

I.- Las raices del denominador son reales y simples.
P
Consideremos la integral / % dx, siendo Q(x) un polinomio de grado
x

r con r raices distintas. Entonces Q(x) puede descomponerse en la forma

Q(z) = ap(r —ay)(x —az) - - - (x — a,). Suponiendo ay = 1, la fraccién ggg se
descompone en suma de fracciones elementales en la forma
P(x A A A,
@ _ A | A (10.6)
Q(r) x—a1 x—ay T — a,
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siendo A; valores a determinar. Para ello se efectiia a continuacién la suma
del segundo miembro y se igualan los numeradores de ambos miembros. En
este momento, para hallar los coeficientes desconocidos A; se puede hacer o
bien dando r valores arbitrarios a x (los mas convenientes de los cuales son
las raices a;) o desarrollando los dos miembros e igualando los coeficientes de
los términos de igual grado. En ambos casos se obtiene un sistema compatible
determinado de r ecuaciones con r incégnitas A;. Sustituyendo los valores de

estos coeficientes A; en la ecuacién (10.6) e integrando, se obtiene la solucién

P(x> = nxr —a nxr —a nxr —a
/Q(I) d:C—All( 1)+A21( 2)+ —i—Arl( r>+C

. At + 42% — 322 4+ 132 + 12
Ejemplo 10.15 Hallar / 925 1327 — 27 3 dx

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se

efectua la division:

223 + 322 — 22 — 3
2 — 1

Azt +42° =322 +13x +12
—22% 42?2 4+19x +12
+4x2 +17x 49

Luego

422 + 172+ 9
I= 27 — 1 dr =a2* — x4+ 1
/(x +2$3+3x2—2x—3) ree otk

Para resolver la integral I, se hallan las raices del denominador:

20° 4+ 327 =22 —3=0— 2 ==£1, 2 = —32 por lo que
22% + 322 — 2z — 3 = (x — 1)(x + 1)(2z + 3). Entonces

40?4+ 17c+9 4’417z +9
203 + 312 — 20 —3 (v —1)(x+1)2x+3)
A B C

x—1+m+1+2x+3:
Alx+1)22+3)+ Bz —1)22+3) + C(x — 1)(z + 1)
(x —1)(z+1)(2z + 3)
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[gualando ambos numeradores resulta que
Alz+1)22+3)+B(z—1)(22+3)+C(z—1)(x+1) = 42* + 172+ 9 Damos
valores a x en ambos miembros:

r=1—10A=30—-A=3

r=—-1—-2B=-4—-B=2
r=0—-34A-3B-C=9—-9-6—-C=9—->C=—-6

Por lo tanto,

3 2 6 1
- - = ~1 _6=
L / <x —3 + e ey 3) dr = 3In(z—1)4+21In(x+1) 62 In(22+3)

Finalmente, [ = 2> —x + 3In(z — 1) + 2In(x + 1) — 3In(2x + 3) + C

IT.- Alguna raiz del denominador es real miltiple.
Supongamos que a, es raiz del denominador @)(z) de orden k. Enton-
ces Q(z) = (z — a,)*Q:1(z). En este caso, la descomposicién en sumandos

correspondiente al factor (x — a,)* es de la forma

Al AQ Ak
S A 10.
P R R | (10.7)

Hay que tener en cuenta que al sumar las fracciones del segundo miembro,
el minimo comtn denominador de éste es
(¢ = 4, Qi) = Q(a).

Después de igualar los numeradores, para hallar los valores de los coefi-
cientes A; se podra hacer dando valores a x, pero teniendo en cuenta que
debera resultar siempre un sistema de ecuaciones lineales compatible deter-
minado.

Tras hallar estos valores A;, tener en cuenta que la integral del primer
sumando de la descomposicién (10.7) es un logaritmo neperiano, pero las

restantes integrales son potencias negativas de r — a;

. 922 + 18
Ejemplo 10.16 Hallar /x4 TP 327 — 57 2 dx
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Hallamos las raices del denominador mediante la regla de Ruffini:

1 1 -3 -5 -2

x=—1 -1 0 3 2
1 0 -3 -2 0

r=—1 -1 2
1 -1 -2
1++1

x2—x—220%x:T+8—>x:—1, r=2
Por lo tanto, las raices del denominador son z = —1, triple, y x = 2, simple,

por lo que z* + 2* — 322 —5x — 2 = (v + 1)3(z — 2).

Entonces, la descomposicién del integrando es

022418 A B C D
1P —2) o141 @t @rp r—2
Alz+1)*(z—2)+ Bz +1)(z —2)+ C(x — 2) + D(x + 1)?

(x+1)3(x —2)

de donde se deduce que

Az +1)*(x —2) + B(z + 1)(z — 2) + C(z — 2) + D(x + 1)* = 92 + 18
Para

r=—-1—--3C=2T—C=-9

r=2—2TD=54— D=2

Damos otros dos valores a x, por ejemplo:
r=0—-2A-2B-2C+D=18—= A+B=1
r=1——-4A-2B—-C+8D=27T— -2A—-B=1
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Resolviendo este tltimo sistema se obtiene A = —2, B = 3. Por lo tanto

;o / 23 92N
B x+1 (z+1)2 (z+1)3 x-2 e
2
= -2 1)72 dx — 1)73
/m+1dx+3/(:v+) dx 9/(:C+) dx

1
2 dr =
+/x—2 T

= 2In(z+1)-3x+1)""+ g(x +1)72

+2In(x —2)+C =
1 n 9
r+1 2x+1)2

= —2In(z+1)-3

+2In(z —2)+C

II1.- El denominador posee raices complejas simples.

Si Q(x) posee una raiz compleja del tipo z = a + ib, entonces también
posee la raiz conjugada x = a — ib. El producto de los factores correspon-
dientes a estas dos soluciones es

(x —a—ib)(x —a+ib) = (x — a)*> + b? y la fraccién correspondiente a estas

Ax+B
(z—a)?+b?

logaritmo neperiano méas un arco tangente y cuyo proceso veremos mejor en

dos raices toma la forma cuya integracion da lugar siempre a un
el siguiente ejemplo.
3r — 5
dz
42?2 — 162 4+ 25

Ejemplo 10.17 Integmr/

El proceso a seguir es el que se indica a continuacién.
Se hallan las raices del denominador: 422 — 162 +25 =0 — = = %. Dado
estas dos raices son complejas, entonces

12) Se descompone la integral propuesta en la suma de dos integrales:

3r—5H €T dx
I = dr =3 de — 5
/4x2—16x+25 o /4x2—16x+25 v /4x2—16x+25

Para hacer mas sencillas las operaciones, expresamos la integral I como
I =3I — 5.
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22) Para hallar I; se busca que el numerador sea la derivada del denominador,
8z — 16, para lo cual se multiplica la integral por 8 (y se divide por 8) y se

resta 16 al numerador (y se suma 16):
1 8w 1 8r — 16 + 16
L, = = dr = - dr =
1 8/4x2—16x—|—25 ’ 8/4x2—16x—|—25 !

1 / 8r — 16 4 16 / 1 p
= —_ €T _— xr =
8 | 4x2 — 162 + 25 8 422 — 162 + 25

1
= 3 In(42? — 167 + 25) + 21,

32) Para hallar I, debemos expresar el denominador como suma de dos
cuadrados: 422 — 16x + 25 = 4(z + a)* + b = 4(2* + 2ax + a®) + b = 42? +
8ax + 4a® + b e igualando coeficientes en ambos miembros resulta
8a=—-16+a=—-2y4a®>+b=25—b=25—16 =9 por lo que

42* — 162 + 25 = 4(x — 2)* + 9. Luego

I / 1 p 1 / dx
= —_— Tr = — _—
2 Az —2)2+9 9/ fz-22+1
1 1 2
d §arct:&m(—(m —2))

- §/(§(x—2))2+1:§2 3
- b (252)

Por lo tanto

1
I = 3L —5L,=3 <§ In(422 — 162 + 25) + 212) — 5l =

3 1 2(x — 2
= gln(4x2 — 8z + 25) + éarctg <¥) +C

242 — 5x +6
(2z +1)(922 — 62 + 5)

Ejemplo 10.18 Integmr/

1424

La raices del denominador 922 — 6x + 5 son o = =57, por lo que la descom-
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posicién del integrando es

242% — 51 + 6 A Bx +C
(22 +1)(922 — 63 +5) 27+ 1 9% 6245
A(92* — 62 +5) + (Bx + C)(2z + 1)

(2x 4+ 1)(922 — 62 + b)

A(92% — 62 +5) + (Bx + C)(2r + 1) = 242> — 50 + 6
—1 37 37
T AT

r=0—24A4+C=7T—-C=-2
r=1—TA+3B+3C =20 — B = 3. Luego

/ 2 d +/ 3x—2 d
= x — dx
2¢ +1 922 — 61 +4

T 1
m2z+1)+3 [ — 2 de—2 | —— g
n(Zr 1) /9x2—6x+5 ’ /9m2—6x+5 !
3 [ 182 —6+6 1
m2e4+1)+— [ L7270 o[ — g
n(2e + )+18/9m2—6$+5 * /(3x—1)2+4 *

1 182 — 6 1
m2e4+1)+=- [ —2 "2 g [ —— g
n(2e + )+6/9x2—6x+5 . /(3x—1)2+4 *

1 1 d
ln(2x+1)+—ln(9x2—6$+5)——/ I2
6 4 3r—1 Y
2
1 11 3z —1
ln(2x+1)+gln(9x2—6x+4)—ZS—/Qarctan< I2 >+C

En resumen, la integracion de una funcién racional cuyo denominador es un

polinomio de tercer grado, se reduce a uno de estos tres casos segun sea las

raices del denominador Q(z):

» Q(z) = (z —a)(x — b)(z — ¢) (tres raices reales distintas)
I'=Aln(zx—a)+ Bln(z —b)+ Cln(z —¢) + K

» Q(z) = (x —a)(x — b)? (dos raices reales iguales)

I—Aln(a:—a)—l—Bln(x—b)—Lb—l—K
T _
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» Q(z) = (x — a)(2® + 2mz + n) (dos raices complejas conjugadas)
I = Aln(x —a) + Bln(2® + 2mz +n) + CaurctamLm2 + K
n—m
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10.3.1. Ejercicios resueltos

Resolver las integrales que se proponen a continuacion.

/ 522 +2x+5

d
323 + 227 — Tw+2
Hallamos las raices del denominador mediante la regla de Ruffini y

encontramos = 1; x = 1/3, x = —2, simples, por lo que
32 + 222 — T + 2 = (x — 1)(3z — 1)(z + 2) con lo que la funcién a

integrar se descompone en la forma

52+ 2r+5 A N B N c
33 +222 —Te+2 x—1 3x—1 x2+4+2

ABrx —1)(z+2)+ Bz —1)(x +2)+ C(z —1)(3z — 1)
(x—1)Bz —1)(z+2)

[gualando los numeradores de ambas fracciones resulta
ABr—1)(z+2)+ Bz —1)(x+2)+C(z —1)(3x — 1) = 5a® + 2z +5.
Damos valores a x:

r=%1—>-—4gB=2—5B=—-4

r=-2—-21C=21-C=1

r=1—-6A=12—-A=2—

Y finalmente,

1 1 1
I :/ 2 —4 + dx
r—1 3r—1 x—2

= 2ln(a:—1)—%111(395—1)—0—111(3:—2)—}—0

4r —5
2. / : dx
3 — 622 4 122 — 8
La tnica solucién del denominador es = 2, triple, por lo que 2® —

622 + 122 — 8 = (v — 2)3. En este caso particular, un método sencillo
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para resolver la integral es el siguiente:

B 4(93—2)—{—3 N
P CECE

= 4/@_—12)2 dx—|—3/(x—2)_3dx

r—2)"1  (z—2)72
1 +3 — +C

4 3
B _$—2_2(a7—2)2+0

622 — 5x — 5
3. d
/x3—|—x2—5x+3 .
Los ceros del denominador son x = —3, simple, y x = 1, doble, por

_

lo que 2% + 22 — 52+ 3 = (z + 3)(x — 1)? y la fraccién a integrar se
descompone como
622 — 5x — 5 A B C
= + +
B+a22-5r+3 z+3 z—-1 (x—1)2
Az =12+ Bz +3)(z — 1)+ C(z + 3)
(x+3)(x—1)2
- Al -12+Bx+3)(z—1)+C(x+3)

= 62> —5x —5

Para zz=1—4C=-4—-C=-1
r=-3—>16A=064 > A=14
r=0—-A—-3B+3C=-5—B=2.

L I—/ 4 + 2 L dr =

Hese B r+3 z—-1 (z—1)2 v

1
= 41n(x+3)+21n(m—1)+m+0

or + 3
4. [ ————d
/x2—4a:—|—8 *

Como las raices del denominador son 2 + 2i (complejas), se sigue el

79



algoritmo que indicamos en la ultima seccién:

T 1
I = - dr - R |
5/x2—4$+8 o 3/x2—4x+8 v

5/ 2o — 4 +20/ ! d
= _— _—_— T
2 — 4z + 8 2 — 4z + 8

1
3| ————dx =
/x2—4x+8 “

1
= 5ln(z?—4 8 17 | —— dx =
n(z x4+ 8)+ /(a:—2)2—|—4 T
17 1
= 5ln(2* —42+8)+— | ———— dv =
n(x r+8) + 4/(%_2)2+1 T

1 -2
= 5ln(2® — 4z +8) + Z72 arctan(m )+ C

/ 20+ 7
. 2—dx
x? +2x+6

Las raices del denominador son complejas, por lo que repetimos el pro-

cedimiento anterior:

2r+ 2 1
] = [T o
22 4+2x+6 224+ 22 +6
1
7| ——— dr =
* /$2+2:c+6 o

— In(z?+2 - - —
n(z” + x+6)+5/($+1>2+5da:

1
= ln(:v2+2x+6)+/x— dr =
(Rr+1

= In(2? + 2z + 6) + V5 arctan(

4r — 5
6. [ ——— d
/6z2+5x—4 o

r+1

V5

)+ C

80



Las raices del denominador son z = 1/2 y © = —4/3, simples, por lo

que 6z% + 5z — 4 = (2x — 1)(3z + 4). Entonces

4xr — 5 B 4xr — 5
622 +5r —4 (22— 1)(3z +4)
A N B AQ@Br+4)+ B(2r—1)
S 22—1 3zx+4 (20— 1)(3z+4)
— Az —1)+BBx+4) =42 -5
1
Para x:—:A:—E
2 11
4 31
=——:B=—
T3 11
6 1 31 1
L I =—— =
Hego 1) 1™t ) 5o a™
6 1 311
= ———In(2z — 1)+ ==1 4
112m(x )+113n(3x—|— )+ C
——31(2 —1)+311(3 +4)+C
T R 33 T
xXr
. d
7 /1+$4 i

Esta integral se puede resolver facilmente de la siguiente forma:

x 1 2z 1
I et —_— = — —_— = — 2
/ T (20 dx 5 / T () dx 5 arctan(xz”) + C

8. /e +1 dz
er —1
Cambio de variable:
e =t—=>z=ht — dxz%di&—)]:/

t+1
t(t—1)
El integrando es una funcion racional con dos raices reales simples, por
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lo que

t+1 A B A{t-1)+Bt
t

t(t—1) t—1  tt—1)
At—1)+Bt=t+1—-A=-1, B=2
-1 2

—Ine” +2In(e” —1) +C =In(e” — 1) —x + C
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10.4. INTEGRACION DE FUNCIONES TRI-
GONOMETRICAS

Debido principalmente a la variedad de formulas que pueden establecerse
en trigonometria, la integracion de funciones trigonométricas puede estu-
diarse segiin multitud de casos, dependiendo siempre de la forma que posea
la funcién a integrar.

Para hacer nuestro estudio mas sencillo, segin la forma de la funcién a

integrar distinguiremos los casos que se indican a continuacion.

10.4.1. Producto de senos y/o cosenos de distinto ar-

gumento

A su vez, en estos productos distinguiremos varios tipos:
1.1.- Producto de seno y coseno: /sen(aa:) cos(bx) dx
Sumando las férmulas
sen(a + b) =senacosb+ cosasenb y sen(a —b) = senacosb — cosasen b
se obtiene senacosb = $(sen(a + b) + sen(a — b)) por lo que al sustituir esta
igualdad en la integral propuesta resulta

/sen(ax) cos(bx) dx = %/(sen((a +b)z) +sen((a — b)z)) dx

~ lcos((a+0b)r) 1cos((a—b)x)
2 a+b 2 a—>b +C

Ejemplo 10.19 Hallar /sen(?x) cos(3z) dx

En este caso, a = 7x, b = 3z por lo que

1cos(10z) 1 cos(4x)

/sen(?x) cos(3x) dx = %/(sen(l():c)—l—sen(élx)) dr = S50 3 4

Ejemplo 10.20 Hallar /sen(?:v) cos(hx) dx
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Como en el ejercicio anterior, es a = 2x, b = bx por lo que

/sen(2x) cos(bx) dr = %/sen(?x) dx + % /Sen(—?)x) dx

B 1 1 ~cos(7z)  cos(3x)
= 1 cos(7x) — §/sen(3x) dr = — it G +C
Hemos tenido en cuenta que sen(—a) = — sen(«)

1.2.- Producto de senos: /sen(ax) sen(bx) dx
Restando las igualdades cos(a + b) = cosacosb — senasenb, y
cos(a — b) = cosacosb + senasenb, se obtiene

senasenb = £ (cos(a — b) — cos(a + b)) por lo que

/sen(a:v) sen(br) dr = %/(cos((a —b)z) —cos((a+b)x)) dx

1sen((a —b)x)  1sen((a+b)z)

2 a—2>b 2 a+b +C

Ejemplo 10.21 Hallar /sen(?x) sen(bx) dz

Aplicando el proceso indicado resulta

_ sen(2z) sen(127)

/sen(?x) sen(bzx) dx = %/(cos(Qx)—cos(Hx)) dx = Y] +C

Ejemplo 10.22 Aplicar este método para hallar /senQ(Sx) dx

En este caso, como sen?(3z) = sen(3z) sen(3z) es a = 3z, b = 3z, por lo que
1 1
[sen’®(3x) do = 3 /(cos(Ox) — cos(6x)) dx = 5 /(1 — cosbx) dx
1 1lsen(bx)

— = C
5 T3¢

1.3.- Producto de cosenos: /cos(ax) cos(bx) dx

Si sumamos las férmulas indicadas en el ejercicio anterior se obtiene
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cos(ax) cos(bz) = 1(cos((a + b)z) + cos((a — b)z)) por lo que

/cos(ax) cos(bx) dx = %/cos((a +b)z) dr + % /cos((a —b)z) dz

~ Isen((a+0b)x) 1sen((a—0b)x)
T2 avb T3 oa-p C

Ejemplo 10.23 Hallar /cos(&’z:) cos(3x) dx

Segun la férmula anterior es
1 1
cos(8x) cos(3x) dx = 5 /cos(lla:) dx + 5 /cos(5x) dx

_ lsen(1lz) = 1sen(5z)
211 2 5

+C

Ejemplo 10.24 Aplicar este método para hallar /0082(3:76) dx

[cos?(3z) dz = [ cos(3z) cos(3z) dz = 5 [(cos(6z) + cos(0z)) da
=1 [cos(6z) dz + 3 [ dz = Lsen(6z) + 42+ C

10.4.2. Producto de potencias naturales de senos y co-

Senos

Supondremos una integral de la forma / sen x cos" xdx. Distinguiremos

los siguientes casos:
1. Si m es impar se hace el cambio de variable cosx =t

2. Sin es impar, el cambio de variable es senxz =t

1 — cos(2x)

3. Si ambos exponentes son pares, se sustituye sen’ x = 5

1 2
cos? & = ~ Tt coster) CZS( ?)

y

Ejemplo 10.25 Hallar /sengascos4a: dz
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La funcién integrando posee un exponente impar en seno por lo que hay que

hacer el cambio cosx =t y seguir el siguiente proceso:

I = /sean senz cos'x dr = /(1 —cos’x) cos* v senx dx

( Cambio: cosz =t — —senx dx = dt)

7
—1 = —/(1—t2)t4dt:—/(t4—t6)dt:—g+7+0
cos"x  cos®x
= - C
7 5 *

Ejemplo 10.26 Resolver /Sen2mcos5x dx
El exponente del coseno es impar por lo que
I = /Sen2 r cos'zcosz dr = /sen2 r)(cos® x)* cosz dx
= /s.en2 z(1 —sen’z)?senx dx

= /sen2 z(1 — 2sen’z + sen’ z) cosx dx

( Cambio: senx =t — cosz dx = dt)

t3 t5 t7
— 1 = /t2(1—2t2+t4)dt:/(t2—2t4+t6)dt: 3_23+7+C
sen® & sen®r  sen’x
- _9 C
3 5 + 7 +

Ejemplo 10.27 Hallar /sean cos* z dx
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Ambos exponente son pares, por lo que

2
;- /1—cgs(2x) (1+c;s(2x> I

— %/(1 — cos(22))(1 4 2 cos(2x) + cos®(2z)) dx
— é/(l + cos(2z) — cos?(2z) — cos®(2z)) dx
_ é(x N sen;2x) L —D)+C
I, = /COSQ(Q.CE) dr = / —1 i CZS<4$) dr = %(1’ + —senfl4$))

I, = /cos3(2x) dr = /cos2(2a:) cos(2x) dx

= /(1 — sen?(2z)) cos(2z) dx = 1 sen(2x) — ésen3(2x)

2
1 4 1 1
] = é(m %—§(x+#)—§sen(2x)—ésen3(2x))+0
_x sen(4x)  sen®(2x)
= % 64 48 ¢

10.4.3. Funciones racionales de potencias de tangente

El cambio de variable tan z = t reduce el integrando a una funcién racio-

nal

Ejemplo 10.28 Integrar /tan3:c dz

Haciendo el cambio de variable tanx =t — x = arctant — dx = 1 :l_t 2
resulta:
I = /tan?’xda::/t?’ = dt:/(t— ! )dt
241 t2+1
1
— E_im#+n+0
S = wﬁx—%Mmﬁx+D+O=m§x+Mww+0
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1

cos? x

Nota: tener en cuenta que tanx 4+ 1 =
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10.4.4. Ejercicios resueltos

Integrar las siguientes funciones trigonométricas:

1. /sen(?a:) cos(2x) dx

Segun las indicaciones de 1.1. es

I= %/(sen(%:) +sen(bz)) dr = 1(_(:03;9:1:) - coséSx)) +C

2. /sen(f)x) sen(2z) dx

Es el caso 1.2:

I = —% /(cos(?x) + cos(3x)) dr = —=(

3. [cos(8z)cosx dx

Como se indico en 1.3. es

I= %/(608(91:) + cos(7z)) dx = %<sen€()9x) + sené?x)) +C

4. /senQ(Zx) cos® z dx

Teniendo en cuenta que sen(2a) = 2sen a cos a, y aplicando las indica-

ciones dadas en 2.2. resulta
I = /élsen2 rcos’ x dr = 4/sen2 z(cos® z)? cos x dx

= 4/sen2x(1 —sen?z)? cosz dx
( Cambio: senx =t — cosx dx = dt)
I :4/t2(1 — t%)2dt :4/752(1 — 2% + th)dt
= 4/(t2—2t4+t6)dt:4(£—2ﬁ+i)+0
3 5 7
4, 8

4
= gsen x—gsen5m+?sen7x—|—0

89



5. /tan4x dx

Segun la referencia 3, se hace el cambio tanxz = ¢ por lo que x

_1
t2+1

—/ v dt—/(t2 1+ : )dt
e+l 2+1
3

t
= g—t—l-arctanthC’

t 3
= ar; x—tana:+a:+0

arctant — dx = dt, con lo que resulta

sen(2x)

. Vsen3 &

6 T

Teniendo en cuenta que sen(2a) = 2sena cos « resulta

2senx cosx
I = —_—  dx
4 3
vsens x

(Cambio: senx = t* — cosx dx = 4£°dt)

2t4 - 4¢3 t 8
-1 = / dt:8/t4dt:8€+C’:gv4sen5x—|—0

t3

7. Hallar / sen z dx

I :/(sen2:c)2 dxz/(l_%s(%))z dz

_ i/(l—?cos(?x)%—cosQ(Qx)) dx

= i/(l—QCOS(QI)%—H#S(M)) dx

= i (x —sen(2x) + %(:1: + %sen(élx))) +C

w

1 1
= 3¢ sen(2x) + 3 sen(4x) + C

oo
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8. Hallar / cos® x dx
I = /cos5x dx = /cos4sccos:1: dr = /(Cos2 z)? cosx dx
= /(1 —sen®x)%cosz dr
( Cambio: senz =t — cosx dx = dt)

-1 = /(1—t2)2dt:/(1—2t2+t4)dt

2 1
= t—+t°+C
375

1
= Senx—gsen3x+gsen5x+0

9. Hallar / sen’ x dx

Como el exponente es impar:

I = /sen7x dx:/sen6xsenx da:z/(l—cosQ:C)Ssen:c dx
( Cambio: cosz =t — —senx dx = dt)

I = —/(1—t2)3dt=—/(1—3t2+3t4—t6)dt
t5 7

= —t+t*-3—+—-+C
+ SR

1
= —cos:c—i—cosgx—gcos‘r’a:%—?cos?x—i-C

40
10. Resolver la integral / P SR SU— dx
. 1
Cambio: tanx = t — = = arctant — dr = o 1dt por lo que la
int lset fi I / 10 L dt
integral se transforma en [ =
s 22— 362 +1
El integrando es una funcién racional: t? =2t —3 =0 — t = —1, t = 3:
40 40 A B Ct+D

P —2-3)F+1) (+O)-3)F+1) i+1 1-3 £+1
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At =3)(t*+ 1)+ Bt + 1)(t* + 1) + (Ct + D)(t + 1)(t — 3)
B E+1)(—=3)(*+1)
=At-3) P +1)+B{t+1)({t*+1)+ (Ct+ D)(t +1)(t — 3) = 40
Parat =—1:. -8A =40 > A= —
Parat=3:40B=40 > B =1
Parat=0: -3A+ B —3D =40 - D = -8
Parat=1: —4A+4B+2C +2D =40 —- C =16
Por lo tanto:

1—/m o L O Sy,
N t+1 t—3 24+1 2+1

= —5In(t+1)+1In(t —3) +8In(t* + 1) — Sarctant + K
= —5In(tanz + 1) + In(tanz — 3) — 16Incosz — 8z + K puesto que
tan’z + 1 = — In(tan?z + 1) = In (%) = —2In(cos z)

Cos2 x
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10.5. INTEGRACION DE FUNCIONES IRRA-

CIONALES

Se trata de resolver integrales de funciones que contienen la expresion
Vazr? + Bz + C.

El método general consiste en eliminar el término lineal del polinomio de

segundo grado con lo que la expresién anterior queda en la forma

4a
partir de este punto, seguir como se indica a continuacion.

B\’ B2
a (x + 2—) + <C — —), o en forma més reducida \/a(z +b)2+cy, a
a

Segun los signos de a y ¢, estas integrales se pueden resolver de la siguiente

forma:
&
ma>0yc > 0: cambio x +b = \/j tant y tener en cuenta que
a

tan’t+1= ——.
cos?t

c

También se puede hacer el cambio x + b = \/j senht y recordar que
a

senh®t + 1 = cosh?t.

ma>0yec<0:cambio z +b = sect teniendo en cuenta que

|
=] d

sec’t — 1 = tan?t.

También se puede hacer x+b = cosh t siendo cosh? t—1 = senh?¢.

= ¢ <0yc>0:cambio z+0b sent.

T! - |

También se puede hacer z + b =, / cost con cos’t +sen?t = 1.

. mx +mn
En caso de una integral de la forma dx, se puede resolver

VAz? + Bx +C

también de forma parecida a como se hizo en la integracion de una funcion
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mr—+n

racional de la forma
/ Ax?+ Bx +C
del integrando conduce a dos integrales inmediatas la primera de las cuales

dx. En este caso, la descomposicion

es av/ Ax? + Bz + C, mientras que la segunda es un arco seno, argumento
seno hiperbdlico o argumento coseno hiperbélico, dependiendo de los signos

de los coeficientes.
Ejemplo 10.29 / V5 —4x? + 8x dx

Hay que expresar el radicando como suma de cuadrados:
—42? 4+ 8z +5 = —4(x + a)® + b = —4a* — 8ax — 4a® + .
Igualando los coeficientes en ambos miembros se obtiene —8a =8 — a = —1;

—4a*+b=>5 — b= 9. En consecuencia [ = / V9 —4(x —1)? dz. Hacemos

el cambio de variable x — 1 = %sent — dx = %cos tdt:

3 3
I = /\/9—9sen2t §costdt:5/\/9(1—sen2t)costdt

= Z/costdt Q/HCTOS(%)dt

- ( L senhy Lo i (arcsen.(gxz%;;lz) +—sentcost) +C

2
9 2z —1) 92(x —1 2 —1)\?

= Zarcsen( v ) (mg >\/l—(%> +C

= gZ‘LI’CSQH 2$_2 —|— _2

4 3

d
Ejemplo 10.30 / ‘
V(22 + 4z +13)3

Expresar el radicando como suma de cuadrados:

22 +4x 4+ 13 = (z + a)®> + b = 2% + 2ax + a® + b. Igualando coeficientes en
dz

T4 2)249)3

5 —4x2 + 8x

ambos miembros se obtiene a = 2y b = 9 porloque [ = / \/
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Mediante el cambio de variable z + 2 = 3tant — dz = 3(1 + tan®¢)dt y

teniendo en cuenta que 1+ tan’aq = ——
cos?a

2
:3/ (14 tan®t)dt zl/costdt

27y/(1 + tan®t)> 9

, la integral se transforma en

~

Ejemplo 10.31 /— dx
Jemp Viax — 2
Primera forma:

—2?+4dr = —(x+a) +b=—1*—2ar —a*+b > a= -2 b=4
I 2 +3

dx
V4 —(x—2)?

Cambio: x—2 = 2sent — x = 242sent — dx = 2costdt, t = arcsen (5”2;2)

por lo qu46 - A .
t t
I = asent T 200stdt:/—sen + 2costdt = —4cost + Tt + C.
V4 —4sen?t 2cost

r—2

Teniendo en cuenta que cos*t = 1 —sen®t = 1 — (%

-2
[ = —2v4x — 22 + T arcsen (xT) + C.

) , resulta finalmente
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Segunda forma:

I 2/ < d+3/ du
= Ey—— Y 0} B —
Vaxr — x2 Vazr — 2
2 —2r+4—-4 —2x+4
= — | ———dx+ 3], = — | ———=dz + 41, + 31
-2 VAr — x2 ! VAar — 12 ! !
= —2Vdx —22+4+ 71
L @ —2*+4r=—(r+a)l+b=—2"-2ar—a’+b—a=-2, b=4—
I, =

/W /\/ﬁ_amn(x‘z)

I = —2\/4x—x2+7arcsen< 5 )—i—C’
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10.6. EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las integrales que se proponen a continuacion:

1. /(23:3 — 72% + 827 + 527 da

2. /(2x4 — 3272 + 77 Y3 4 527 da

w

/ 22° + oo T + _Z dx
. 422 /23 /3t
32 VT3
4. — — —— | dx
VARVOTT

eI
) d
/em—?) v

/\/E(Qx +1) dx

ot

&

COS T

"] \/senzx

8. /(:17 +3) cos(2z — 5) dx

~J

dx

o /3x2—5x+8 i
T — 2
10. /x2i;8_2 dz
11. /% dx
12 / 22:6;211355 - 27 e
13, / 63:33J;2xi; ixz— 2 i
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x2—2
a:2—2x+1
S5 — 7
2 +4x+4
3z —5
2 +6:c—|—13

14.

15.

16.

S5t + 7
x2—8a7—|—41

3 —4x
422 —4x + 17

17.

18. dz

3z —1
422 4+ 122 + 35

[&=am
[&
[
[e=sm
[
[ :
/
/
/
e
/=
/

19.

23+ 322 — 100 — 24

472 — 31 — 26

21.
203 —x2 —4x + 3

dz

197 + 31x — 422
3 — a2+ x+ 39

22.

22 +5x—6

23.
3 —a2+3x+5

84 — 23x — 22
3 + 422 + 62 — 36
20x + 34
23+ 322 + 92 — 13

24.

25. dz

522 — Tx + 66

26.
3 — 422 + 222 + 68

27, / Ty
COS™ T

28. /tanQ:E dx
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29

30

31.

32

33

34

35

36

37

38

./tanﬁa:dx
2
/ sen‘ x dr
1+ coszx
/xtanzxdx

) /\/34—23:—91;2 dz

rz+1
' Vb — 2
1—2z

Vs

dx

dx

/ 1— 3z
“ ) VA2 — 122 + 13
. /\/12:1:—932—35 dx

T+ 2
.| ———dx
VA4 + 2x — x?
3z —1
R S
V5 + 2z + 22
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RESPUESTAS:

1L I=12"— 123 — 4272+ 92%° 4+ C

2. 1 =225+ 3071 + 22?3 4 B0 4 C

3. 1= %:1:4 — %x_l + 1427 Y2 4 %mlﬁ +C
_ 6.5/2 _ 6J7 27/6

4. 1= 77 +C

5. I =In(e* = 3)+C

6. 1 =2Vad+2V/ad 4+ C

7. 1 =2ysenx+C

8. I =3(x+3)sen(2z —5) + 1 cos(2z — 5) + C

9. I =32+ z+10In(z —2)+C

10. I =3In(x —1)—2In(x+2)+C

11. I =22+ 2In(2x —3) —5In(z +4) + C

12. I=2z+ 12z — 1)+ ZIn(z +2) + C

:
13. I=2?+2z+2ln(z — 1) In(Bz+2)+C
4. =z +2In(z—1)+2--4+C

15. [ =5In(z +2) + 2 4+ C

16. I = 21In(z? + 6z + 13) — Tarctan(*3) + C
17. I = 51In(2? — 8z +41) + 2 arctan (%) + C

18. I = _% In(42? — 4 + 17) + é arctan(%) +C
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

3 11 2 3
I= gln(4x2 + 12z + 35) — 1—6arctan ( x;— ) +C

I=In(z—-3)—T7ln(z+2)+5In(z+4)+C

I=3In(z—1)+5-—-5 —In2x+3)+C

I =2In(z + 3) — 3In(2? — 42 4 13) + 15 arctan (452) + C

I =—5In(z+1) + §In(2? — 22 4+ 5) + Sarctan (351) + C

I =1In(z — 2) — In(2® + 62 + 18) — Yarctan <IT+3>

+C

11 2
I'=3n(x—-1)— gln(x2 +4r+13) + 3 arctan <%) +C

[=2In(z+2)+ g In(z? — 62 + 34) + g arctan (xT

1 1

I = — +C

3cosdx  coszx
[=tanz—z+C

_tan’z  tan’z

I =
5 3
[=z—senx+C

+tanz —x +C

I:xtanx—klncosx—%xQ—i-C
I:2arcsen(x7_1)+x7_1\/3+2x—a:2+0
I = —\/5—x2—|—\/igarcsen <\%> +C

I = /5 — 22 + arcsen (\%) +C

I = —%\/13 — 122 + 422 + % arg senh(

L(3—22))+C

I =1(x—6)V12z — 2% — 35+ Larcsen(z — 6) + C
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_ x—1
37. I = —\/4+2x — 22 + 3arcsen (W) +C
38. I=3V5+2r+a?—4ln(z+ 14+ Va2 +22+5)+C
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Capitulo 11

INTEGRAL DEFINIDA

Este capitulo estd dedicado al concepto fundamental en Calculo Infini-
tesimal de Integral Definida. Es ésta una de las partes de mayor aplicacion
préactica de la asignatura de Céalculo Matemtico con uso frecuente en Fisica,
Electricidad, Mecanica, Estadistica, Biologia, etc.

Se empieza el capitulo estudiando el concepto de integral de Cauchy-
Riemann, seguido de cierto nimero de propiedades de esta integral para
pasar a continuacion a las aplicaciones de la integral definida al calculo de

areas y longitudes en el plano y de volimenes de superficies de revolucion.

11.1. INTEGRAL DEFINIDA

11.1.1. Concepto de integral de Cauchy-Riemann

Sea y = f(x) una funcién continua en el intervalo [a,b]. Para simplifi-
car los cdlculos, supondremos que f(x) es positiva para todo = € [a,b]. Se
efectiia una particién del intervalo [a, b] en n subintervalos mediante los pun-

tos g, T1,Ta, ..., T, siendo la longitud de cada intervalo x; — z;_; = Ax; Es

evidente que Z Ax; = b — a es la longitud del intervalo [a, b]
1
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Figura 11.1: Integral de Cauchy-Riemann

Sean m; y M; el minimo y el méximo respectivamente de la funcién en
el intervalo [z;_1, z;] por lo que légicamente cada m; es menor o igual que el
correspondiente M;

En cada intervalo se pueden formar entonces dos rectangulos cuya base
es la misma para ambos y de longitud Ax;, sus alturas respectivas son m; y
M; y cuyas areas son m;Ax; y M;Ax; respectivamente.

Formemos entonces la suma de todas las dreas de los rectangulos pequenos
n
S, = miAxy + meAxg + - - +m, Az, = Z m; Ax;
1
y la suma de las dreas de los rectangulos grandes

gn = MlAZL‘l + MQAZEQ R MnA[En = Z MZAZEZ

La primera suma, S,,, se llama suma integral inferior y la segunda, S,,, suma

integral superior y verifican la propiedad de que S, < S,
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Por otra parte, sean m y M el minimo y el maximo respectivamente de la
funcién f(x) en el intervalo [a, b]. Entonces, para todo valor dei =1,2,...,n
esm < m; < M; <M por lo que
a) S, =Y m;Ax; > > mAz; =md. Ax; = m(b— a)

b) S, =3 MiAx; <S.MAz; = MY Az; = M(b— a)
Por lo tanto m(b—a) < S, < S, < M(b—a)

Geométricamente, estas desigualdades indican lo siguiente:

» m(b— a) es el area del rectangulo interior de base el intervalo [a, b] y

altura el valor minimo de la funcién en dicho intervalo |[a, b]

= S, es el area de la poligonal interior de bases Az; y alturas respectivas

el minimo valor de la funcién en cada subintervalo [z;_1, z;]

» S, es el drea de la poligonal exterior de bases Ax; y alturas respectivas

el valor maximo de la funcién en cada subintervalo [z;_1, x;]

» M(b—a) es el drea del rectangulo exterior de base el intervalo [a,b] y

altura el valor méximo de la funcién en [a, b].

A continuacién, en cada subintervalo [z;_1, x;) elegimos un punto interior
a; de imagen f(«;)

Existe ahora un nuevo rectangulo en cada subintervalo cuya base es la
misma que antes, Az;, y su altura f(q;) por lo que su édrea es f(a;)Ax;

Se obtiene asi en cada subintervalo una figura parecida a la que se indica
en 11.1.1:
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Figura 11.2: Alturas en la integral de Cauchy-Riemann

Como, evidentemente, es m; < f(a;) < M; también es
m;Ax; < f(a;)Ax; < M;Ax; por lo que resulta que
d>omiAx; <> fay) Ay < M A

Finalmente, si indicamos por S,, = > f(a;)Ax; se verificard que
S, <8, <S,. Es evidente que estas sumas dependen de la particién efectua-
da en el intervalo [a,b], por lo que para otra particién diferente se obtienen
sumas diferentes. Como la longitud de los subintervalos no es la misma para
todos ellos, llamemos méax Az; a la mayor longitud de los subintervalos con-
siderados en cada particién del intervalo [a, b]. Consideremos entonces cual-
quier particiéon en un numero infinito numerable de subintervalos tales que
max Az; — 0. Légicamente, mediante este proceso, la relacién méax Ax; — 0
se verifica s6lo si n — 0o, y en tal caso, también lim(S,, — S,) = 0 y las tres
sumas de areas consideradas hasta el momento coinciden:

lim S, = lim S,, = lim S,
n—00 n—00 n—r00

Se dice entonces que la funcién f(x) es integrable en el sentido de Rie-
mann en el intervalo [a, b], si para cada particién del intervalo [a, b] tal que

maxAx; — 0 cualesquiera que sean los puntos «; € [z;-1,2;], la suma
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1 flag)Az; = S, tiende a un mismo limite I llamado integral definida

de la funcién f(x) en el intervalo [a,b] y se indica por

b n
I = / f(z)dx = lim AOZf(ai)Axi

max Ax;

Los nimeros a y b se llaman, respectivamente, limite inferior y limite superior
de la integral y el intervalo [a, b] es el intervalo de integracion.

Dada la construccién que se ha efectuado, es evidente que una integral
definida representa el drea encerrada por la curva y = f(x), el eje de abscisas

y las rectas verticales x = a, x = 0.

11.1.2. Funciones integrables

A continuacién indicamos qué tipo de funciones son siempre integrables,
aunque hay otras funciones particulares que no constan en esta relacion que
también lo son aunque no en sentido general.

Son integrables en un intervalo cerrado

1. Toda funcién continua.
2. Toda funcién mondtona y acotada.

3. Toda funcién acotada con un nimero finito (o infinito numerable) de

discontinuidades de primera especie.

11.1.3. Propiedades de la integral definida

No son muy dificiles de demostrar las propiedades que indicamos a con-
tinuacion:

1. Inversion de los limites

Si se invierten los limites de una integral, ésta cambia de signo:
a b
/ f(x)dx = —/ f(x)dx (11.1)
b a
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. Igualdad de los limites

Si los dos limites de una integral son iguales, la integral es nula:
/ f(z)dz =0 (11.2)

. Propiedad lineal de la integral definida
La integral de una suma de funciones es la suma de las integrales y la
integral de una constante por una funcién es igual a la constante por

la integral de la funcion:
b b b
/ (c1fi(®) + cafa(x))dr = cl/ fl(x)da:+02/ fo(z)dz (11.3)

. Conservacion de la desigualdad

Si f(z) < g(x), Yz € [a,b] entonces
b b
/ f(z)dx < / g(x)dz (11.4)

. Acotacion de la integral definida
Si m es el minimo de f(z) en el intervalo [a,b] y M es el méximo,

entonces
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a) (11.5)

. Teorema del valor medio para integrales

Si f(z) es continua en [a, b], existe un valor zy €|a, b| tal que

/ f(x)dz = (b— a) (o) (11.6)

El valor f(xq) se llama valor promedio de la integral de la funcién f(x)

en el intervalo [a, b].
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10.

11.

Propiedad aditiva del intervalo de integracion

/ab f(x)dx + /bcf(:c)dx = /acf(:c)dx

Teorema fundamental del Calculo Integral

Si la derivada de la funcién F(z) es f(x), entonces
| f@yis = Pla)

Regla de Barrow (o férmula de Newton-Leibniz)
Si F'(z) = f(x) entonces

| #a)dz =P - Fla)

Deriwada de la funcion integral

(11.7)

(11.8)

(11.9)

v(z)
Si F(z) = / f(t)dt entonces F'(z) = flv(z)]-v'(x) (11.10)

Integracion de funciones pares e impares

Si f(z) es una funcién par en el intervalo [—a, a] (la curva y = f(x) es

simétrica con respecto al eje vertical), entonces

_“ f(z)dx = 2/0af(ac)d:z:

(11.11)

Si f(z) es una funcién impar en el intervalo [—a, a] (la curva y = f(x)

es simétrica con respecto al origen), entonces

’ f(z)dz =0

(11.12)

Por lo tanto, segin las propiedades 5.8 y 5.9, para resolver una integral

definida, se halla la primitiva de la funcién a integrar en la forma estudiada

en el capitulo anterior, se sustituye la variable por el valor del limite superior,

luego por el valor del limite inferior y finalmente se restan estos dos resultados

en este orden.
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1 2
3 10z + 4
Ejemplo 11.1 Resolver la integral deﬁnida/ 3$ +2 T dx
0 T3+ x4 —4xr —4

Aplicando el método de Ruffini se encuentra que las raices del denomindaor

son x = —1, x = =2 y x = 2, simples. Por lo tanto,

322 + 10z + 4 A B C

i 44 z4l 2412 7.2
Alx+2)(z—=2)+ Bz + 1)(x —2)+ C(z + 1)(z + 2)
a3+ a2 —4r—4
— Az +2)(z—-2)+Bz+1)(z—-2)+Cx+1)(z+2)

= 322+ 10z +4
Para r=-2—>4B=—-4—+- B =-1
r=2—120=36 —-C =3
r=—-1—--3A=-3—->A=1
L7 1
1 :/ — — 3 dx
o \z+1 x+2 2-—=x
= [n(z+1)—In(z+2) +3In(2—2)];
= In2—In3+In2—-3n2=—-In3—-1n2

Con este ejemplo se muestra que al resolver una integral definida no es
necesario anadir la constante de integracion ya que ésta se anularia al restarla

consigo misma tras aplicar la regla de Barrow.

Si en una integral definida se efectiia un cambio de variable, entonces
se puede actuar de dos formas: o bien se resuelve la integral como si fuera
indefinida y al terminar se aplica la regla de Barrow, o bien se va cambiando

los limites de integracién conforme se van haciendo cambios de variables.

1

d
Ejemplo 11.2 Resolver la mtegml/ S
3 \/E
4

Vi—z

Cambio = = t? — dx = 2tdt

Ademads t = /x por lo que los limites cambian de esta forma:
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r=1—>t=
=3 st="3
Por lo tanto, sustituyendo en la integral propuesta y teniendo en cuenta que

los angulos se deben expresar en radianes, resulta

B b 2tdt _p ] _2<7r 7T>_7T
= gtm_ arcsent] g, =25 - 5) =5

11.1.4. Area encerrada por una curva plana

Hemos demostrado en la primera seccién de este capitulo que si f(x)
es una funcién continua y positiva en el intervalo [a, b], entonces la integral
definida fab f(x)dx representa el drea encerrada por la curva y = f(z), el eje
de abscisas y las rectas x = a, * = b. Por otra parte, si la funcién cambia
de signo dentro del intervalo de integracién, esto significa que la curva ha
pasado al otro lado del eje de abscisas por lo que el area cambiara de signo.
Para evitar este problema, se efectia el siguiente artificio: el intervalo de
integracién se divide en subintervalos en los que la funcién f(x) mantiene
constante el signo, para lo cual basta hallar las raices de la ecuacién f(x) =0
y, tras calcular el valor de la integral en cada subintervalo, sumar los valores
absolutos de estas areas parciales.

Area de una curva plana en coordenadas

z1
1. Cartesianas: Area :/ f(z)dz
zo

1
2. Paramétricas: Area :/ y(t)x' (t)dt

to

, 1 (o
3. Polares: Area = —/ p*(0)df
2 Jo,

Ejemplo 11.3 Cartesianas: Hallar el drea comprendida entre la curva f(z) =

2% — 3z + 2, el eje de abscisas y las rectas xt =0 y x = 4
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Se resuelve la ecuacién f(z) =0 — 2> -3x+2=0— 2 =1, x =2, con
lo que el intervalo original queda dividido en los subintervalos
0,4] =[0,1) U[1,2) U2, 4] Luego

/f )z =

/(x 304 2)da

2

(x2 — 3z +2)dx

2
+ / (2% — 3z + 2)dx
1

1 2 4

1 1 1
= —m3—§x2—|—2x + —x3—§x2+2x + —x3—§x2—|—2m
3 2 B 3 2 1 3 2 9
B 5_1+9_31
6 6 2 6

Ejemplo 11.4 Hallar el drea encerrada entre la primera onda de la sinusoi-

de y el eje horizontal.

La sinusoide es la curva corresspondiente a la funciéon y = senz y la primera

onda es la curva comprendida entre 0 y 27 segin muestra la Figura 11.3.

1k

05

Figura 11.3: Sinusoide

T 27
/ sen xdx| + / sen xdx
0 T

Ejemplo 11.5 Paramétricas: Hallar el drea limitada por la curva

t2
(t2 +3t+2,

Area = = |[—cosz]j| + |[—cosz]| =2+2 =4

P ) y el eje de abscisas.
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Para hallar los puntos de corte de la curva con el eje X se resuelve la ecuacion
yt) =0 — E=2 — 0 5 2 -2t =0 — t = 0, t = 2 (Figura 11.4). Por lo

t+1
tanto
t 2 42 2 3 2
1 2 — 9o 23 — 12 — 6t
I = / y-dx:/ (2t+3)dt:/ =t
t o t+1 0 t+1
2 3 t3 t2 2
= 2% —3t—3+ ——|dt=|2— —3— —3t+3In(t+1
/O< +t—|—1) [3 2 +n(+)0
16 ,
= 3—6—6—1—311&3—) Area = 3,37
Y
L X
3 4 5 6

Figura 11.4: Area en una curva paramétrica

Ejemplo 11.6 Polares: Hallar el area encerrada por un pétalo de la Rosa
de 4 hojas p = 4sen(20)

La gréfica de esta funcién tiene la forma (Figura 11.5)
Los limites de ¢ para el primer bucle son: 4sen(20) =0 — 6 =0, 0 =

por lo que

A = 1/2 p’dd = 1/2(48611(29))2d9 = 8/2 sen?(20)d0
2 0 2 0 0

_ 8/2 1—cos(49)d9_4[e_sen(él@)]? o
0 2 1,

Si la seccién plana de la cual se quiere calcular el area esta encerrada por

dos curvas, basta hallar las areas limitadas entre cada una de ellas y el eje de
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Figura 11.5: Rosa de 4 hojas

abscisas y restarlas, sin olvidar que la respuesta ha de ser siempre un nimero

positivo, es decir:

/ab fi(z)dx — /ab fo(z)dz

Ejemplo 11.7 Hallar el drea encerrada entre las pardbolas y = x

Area = =

/(fl(x)—fz(a:))da: (11.13)

2 22
,l’—y

Para hallar los puntos de intersecciéon de las dos parabolas, se resuelve el
sistema de ecuaciones y = \/x, y = 2%, de donde
=z —oart=2—2"—2=0—2(2®—1) =0 por lo que los limites de
integracién son x = 0 y x = 1 como muestra la Figura 11.6.

10f
04

021

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 11.6: Area limitada por las pardbolas y = +/7, y = 22

1
{ L a2 lxs}

1
_J; f—
3/2 37,

, 2 1
Luego, Area = = =__ =
3 3

/0 (VE— P)da
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11.1.5. Longitud de un arco de curva

Se puede demostrar que la longitud de un arco de curva se puede hallar
mediante la siguiente férmula, segiin esté expresada la curva.

Longitud de un arco de curva definida en coordenadas

1. Cartesianas: Longitud = / V14 (f'(2))? dx
Zo
t1
2. Paramétricas: Longitud = / V(22 4+ (y')? dit
to
1 ("
3. Polares: Longitud = 5/ P2+ p? do
0o

Ejemplo 11.8 Hallar la formula para el cdlculo de la longitud de la circun-

ferencia.

En coordenadas cartesianas, la ecuacion de la circunferencia es

Py =rsy=vVr—a2 5y = — = por lo que la longitud de la
x

/72 _
circunferencia es

T T x2 T r
— 20y — ./ — S
L = 4/0 V1+(f'(x)) d:z:—4/0 1+r2—x2d$_4/0 mdx
€T i

= Adr [arc sen(—)] =dr (g — O) = 27r
r’Jo

Ejemplo 11.9 Hallar la longitud de un arco de la cicloide x(t) = a(t—sent),
y(t) = a(l — cost).

Esta curva tiene la forma de la Figura 11.7

Puesto que dx = a(1 — cost), dy = asent es

L = /027T V(a(l —cost))? + (asent)2dt = a/:7r V2(1 — cost)dt

2 2m
t t t
= aV2 \/1—0082—+sen2 —dt:aﬁ/ \/2sen? —dt
0 2 2 0 2
2m t t 2w
= 2a/ sen —dt =4a |—cos=| = 8a
0 2 2],
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0 T n 3 2n
2 2

Figura 11.7: Cicloide

Ejemplo 11.10 Hallar la longitud de la curva p = asen? (g)

La forma de esta curva es la Figura 11.8 y recibe el nombre de séxtica de
Cayley.

La funcién se repite en el intervalo [0, 37] por lo que éstos seran los limites

.

Figura 11.8: Séxtica de Cayley

de integracion.

po= 3asen2(

P4 p? = a’sen®



11.1.6. Area y Volumen de un cuerpo de revolucién

De forma semejante a como se hizo para el estudio de la integral definida
de Cauchy, se puede hallar que si la curva y = f(z) gira alrededor del eje de
abscisas entre los puntos x = a y x = b, entonces el area de la superficie de

revolucién estd determinada por la férmula

b
Area :27T/ @)1+ (f'(x))? d (11.14)

y el volumen del cuerpo engendrado viene determinado por la formula
b
Volumen = 71/ 2 (z)dx (11.15)

Ejemplo 11.11 Hallar el drea de la superficie generada por la curva y =
ver + 1 al girar alrededor del e]e de a@sczsas entre los puntos x 57“0 yr=1.

= Vet +1— —>1+ =14 ——-
Y W | Y (e 1 1)

e +4de” +4 (€7 +2)
4(e +1)  4(em+1)

1

. z 2

Area = 27r/ ver +1 (e \er + 2F —7r/ e’ +2)d
0

= 7wl + 2], =7(le+2—1)=m(e+1)

Ejemplo 11.12 Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la elipse

22 P
— + Th =1 al girar alrededor del eje horizontal.

La elipse genera una cuadrica llamada elipsoide de revolucién el cual tiene la
forma de la Figura 11.9

En primer lugar hallamos los puntos de corte de la elipse con el eje de
abscisas: y = 0 — 22 = 0> — x = 4a. A continuacién despejamos y* de la

b2
ecuacién de la elipse con lo que resulta y* = —2(a2 — 2%). Por lo tanto
a

a a p2 b2 1 a 4
Vol = / yidr = 27r/ —(a® — 2%)dz = 2— [a T — gxg} = gﬂabZ.
—a 0

)
a 0
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X

Figura 11.9: Elipsoide de revolucion

Hemos tenido en cuenta que y? es una funcién par (simétrica respecto al eje

+a a
de ordenadas), por lo que / =2 / segin la férmula (11.11).
—a 0
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Las siguientes tablas muestran las férmulas indicadas en este capitulo:

CURVA PLANA

COORDENADAS | LONGITUD AREA
T1 T1
Cartesianas L= V14 (f'(x))%dx | A = f(z)dx
o o
[4 i1
Paramétricas z? + y2dt A= y(t)a' (t)dt
o L
Polares L= / V p?+ p2do A= 2/ p>do
6o 6o

SUPERFICIE DE REVOLUCION

COORDENADAS

AREA

VOLUMEN

Cartesianas

A=or / F@NIT (P @)de | V=r [ )

ZQ
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11.1.7. Ejercicios resueltos

1. Resolver las siguientes integrales definidas:

1
a) / e (2% — 3z + 4)dx
~1

Segun vimos en la férmula (10.4) del capitulo anterior, es

I =[e*((2®~3x+4)— (20 —3)+2)]_,
= [e®(a® — 5z +9)]",
15

= e(1-54+9) —e'(14+5+9) =be — —

(&

b) /3 dx
1 Vdr — 22

Expresamos el radicando como suma de cuadrados:
—2*+4r=—(r+a)*+ b= —2* - 2ax — a®> + b de donde
—2a=4—a=-2,—a’*+b=0— b= 4 por lo que

4o — 2* = —(z — 2)? + 4. Luego

I:/jm—ﬁ——zv'

Cambio: £ — 2 = 2sent — dx = 2 cos tdt.

Ademas, t = arcsen xT_Q por lo que

r=3—>t=arcseni ==

276

r=1—1t=arcsen( —% = —%- Luego
[ 6 2costdt _ 5 §1:2z:z
—x V4 — VA —dsen’t % 6 6 3

7 32 — ot
——dx
0o (1—2a2)3
Cambio: z = sent — dx = costdt.

Por otra parte, t = arcsen x por lo que

— 1 — V2 _m
a)x—ﬂ—nf—arcsen = =7
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b) x =0 — t = arcsen 0 = 0. Por lo tanto,

T 3sen?t — 2sen’t
I = costdt

0 \/(cos?t)3
B /131—COS7§ _2(1_C082t)2dt
o cos? t

= / (3 —3cos’t — 2+ 4cos’t — 2cos* t) 5 dt

0 cos=t
= 1 —2cos?t)dt

/0 COSQt+ cos” t)

2 sen(2t) i T w 1 1

— ltet+t— (¢ 142z -

{g L 1 ] M i R A

1 + cos(2a)

Hemos hecho uso de la la férmula cos? o =

1/2 dx
U
~1/2 /(1 — 2?)
Es una funcién par, por lo que sélo hallamos la integral en el
intervalo [0, 5] y aplicamos la férmula (11.11).

Hacemos el cambio de variable x = sent — dx = cos tdt.

Por otra parte, x = sent — t = arcsenxz — si x = % —t=

SE]

Luego

tdt 3
_ 2/ cos / 2[te t]w/ﬁ _ 2£
V( (3052 t)3 cos?t 3
-2
Y-z

L Vo -1
Cambio: x = t5 — dx = 6t°dt. Para z = 64 es t = V64 = 2 y para
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r=1est=1. Entonces

2. Hallar el drea encerrada entre la curva f(x) =

I

2 42 2 48 5
2 -2 8 — ot
:/ 6t5dt:6/ Tt
L 241 L 241

2
2 +1
6/ (tﬁ—t4—2t3+t2+2t—1— i )dt
1

241
VAR R S ?
6[7_g—5—|—§+t2—t—ln(t2+1)—arctgt]

128 32 16 8
6(7—3—?+§+4—2—1n5—arctg2)

1

1 T p
—6<————§+§+1—1—1n2—1)—4523

xr —

T el eje de abscisas

y las rectas x =1y x = 3.

Basta aplicar directamente la formula de la integral definida:

Area

Sr—1 3 2 3
= 1— = [z —21 1
/1 P /1 ( w+1)dx [~ 2w+ Dl
(3—2In4) — (1 —-2In2)=2—2In2

3. Hallar la férmula del area del circulo.

Sea la circunferencia de centro el origen y radio r cuya ecuacién es

2% +y? = r2. Entonces el drea del circulo es cuatro veces el 4rea de un
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cuadrante, por lo que

Area = 4/ f(:v)d:v:4/ Vr? —a2dx
0 0

Cambio: £ = rsent
dx = rcostdt

t = arcsen(¥) — {

r=1r—t=arcsenl =

3
r=0—t=arcsen( =0
3 P,
4/ Vr2(1 —sen?t) 'r’costdt:4/ < cos” tdt

0 0

_ g2 /’2’ 1+COS(2t>dt P sen(2t) ]2
; 2 2 |,

T
= 2= = p?
2

4. Hallar la formula para calcular el volumen de la esfera.
Una esfera puede ser generada por el giro de un circunferencia alrededor
de uno de sus diametros. Por lo tanto, como la ecuacion reducida de la

2

circunferencia es x2 + y? = 72, entonces y* = r> — 22 por lo que

" 2 2 I 5 1 4 4
Vol=2r | (r*—2a%)de =2 |r‘x — zz°| =27(r’——=) = -ar
0

37 1, 3773

5. Hallar el volumen del cuerpo generado al girar la curva y = senx
(sinusoide) alrededor del eje de abscisas entre los puntos 0 y 7.

Aplicando la férmula del volumen (11.15) resulta

w _ 2

Vol = 7T/ sen® xdr = 7T/ 1 — cos( 2x =T {x sen(2 ] -
0 0 2 2

)

cos(\/_Q) CoS T

6. Hallar la derivada de la funcién integral F'(x

2z

Aplicando la férmula (11.10) resulta F'(x) =
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7. Hallar la longitud de la astroide x = acos®t, y = asen3t
Teniendo en cuenta que la curva es simétrica con respecto a los dos

ejes, la cuarta parte de la curva se encuentra en el primer cuadrante

(ver Figura 11.10).

Figura 11.10: Astroide

dx d
- = —3acos’ tsent, d—i = 3asen’tcost por lo que /22 +y?2 =

v/9a2(cost t sen2t + sen* ¢ cos? t) = 3asent cost.

s

2 12 z
Por lo tanto, L = 4/ 3asentcostdt = ?a[sen2 tlg = 6a
0

8. Hallar el drea encerrada entre la curva z(t) = t*—t+1,y(t) = 3—5t—2t*
y el eje de abscisas.
Los puntos de corte con el eje horizontal corresponden a y = 0 por lo
que —2t> =5t +3 =0 —t = 1/2, t = —3. Los limites de integracién
son % y —3 en este orden porque los valores correspondientes de z

son z(1/2) = 3 y x(—3) = 13. Por otra parte, dv = (2t — 1)dt y
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consecuentemente

-3
Area = / (—2t* — 5t + 3)(2t — 1)dt
1/2

-3
= / (—4t° — 8t* + 11t — 3)dt
1/2
8 11 =3 2401
= [—t4——t3+—t2—3t -
3 2 p 48

La gréfica de esta seccion estd indicado en la Figura 11.11.

[ N w E &
T T T T T

Figura 11.11: Gréfica de z(t) = * — t + 1,y(t) = 3 — 5t — 2t?

9. Hallar el drea encerrada por la curva x(t) = cos® ¢, y(t) = sent y el eje

de abscisas.

El recinto indicado es el de la Figura 11.12.

10,

-10

Figura 11.12: Gréfica de z(t) = cos®t, y(t) = sent
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Los puntos de corte con el eje horizontal corresponden a y = 0 por lo

quesent =0 — t =0, t = 7w paralos cuales 2(0) = 1, z(r) = —1 por lo
que los limites de integracién son 7 y 0. Ademds, dz = —3 cos? t sen tdt.
Por tanto
) 0 0
Area = -3 / sentcos®tsentdt = —3 / sen®t cos® tdt
3 (° 3 %1 — cos(4t
= —= [ sen?(2t)dt = —= L()dt
4 ). 4 ). 2
3 sen(4t)]1” 3
= —_— t — = —7T
8 4 .8

Hemos aplicado la férmula sen(2t) = 2sent cost.

10. Hallar el drea limitada por la curva p() = vsen3 6.

[ B P S B
-04 -0.2 0.2 0.4

Figura 11.13: Recinto de p(f) = vsen3#6

Puesto que sen f ha de ser positivo, necesariamente 0 < 6 < 7 por lo
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11.

12.

que

/ sen? 6 sen d6
0

DN | —

‘ 1 [ 1 [
Area = = / prdh = - / sen® 0df =
2 Jo 2 Jo

1 ™

= —/ (1 — cos® ) sen Od6

2 Jo

Cambio: cos @ =t — — sen 6dfl = dt por lo que los limites de integracién

son parad =0 —t=1yparad =n —t = —1. Por tanto

) 1 [t 1 v )
Area = —= 1—tHdt=—=|t——=| ==
s g [ =g l-g) <]

Hallar la longitud de la cardioide p(#) = 1+ cos 6

1 2
Puesto que p' = —senf y como cos? a = +C+<&)’ es

P+ p? = \/1—|—2c0s9+00529—|—sen29—\/1+2C089+1

= /2(1 +cosh) = 1/40032 —2COS

Por otra parte, p(2r — ) = 1 + cos(2mr — 0) = 1 4 cosf = p(#) lo que
indica que esta cardioide es simétrica con respecto al eje horizontal.

Por tanto:

L:2/ QCOS(Q>d0:8|:Sen(€):| =8
0 2 2/ 1

Hallar la longitud del arco de parédbola y = x?/2 entre los puntos (0, 0)
y (1,1/2)

1
Puesto que 3’ = x la longitud es L = / V' 1+ 22 dz. Hallemos primero
0

la integral indefinida:
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1+ 22
L = V14 22dr = dx
/ V14 22

1 T
= —dx—i—/x—
/\/1—|—$2 V1 -+ a2
= ln(x+\/1+x2)+x\/1+x2—/\/1+x2da:
= 1n<:1:+\/1+:62>+:1:\/1+:n2—L
1
— L:§[1n<x+\/1+x2>+xv1+x2]

dx (Por partes)

Por lo tanto

1
B [1n(w+\/1+x2)+m\/1+x2 _1n(1+\/§)—|—\/§_1,15
_ 5 — 5 —

0
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Algunas formulas trigonométricas
1. sen®a +cos’a = 1
2. sen(a+b) =senacosb+ cosasenb
3. cos(a + b) = cosacosb —senasenb
4. sen(2a) = 2senacosa

5. cos(2a) = cos®a — sen’a

6. sonq — L= c08(2a)
2
7 cos?q = LT 008(20)
2
8. 1+tg?a= 5
COs“ a

1

9. senacosb = 5 (sen(a + b) + sen(a — b))
1

10. cosacosb = 5 (cos(a +b) 4 cos(a — b))

1
11. senasenb = —5 (cos(a + b) — cos(a — b))
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11.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver las siguientes integrales definidas:

2

“ 1
a)/e xlnwdCE
4 2_14 _
b)/3x T de
3

3 — Az
1 2
z°—2x —5
d
2 /0 302 +Ar+ 2
0
—1
d)/ 3$—dw
1 (x4 2)?
0 /g sen® x i
o l+cosx
! 1
f)/ dx
o Vb +8x —4x2

9) /01 %ﬁdm

. Hallar el drea comprendida entre la curva f(z) = 22 — 3z — 10 y el eje

de abscisas.

. Hallar el drea comprendida entre la curva f(z) = —2? +4x + 5 y la

recta g(z) = 2z + 2.

. Hallar el area del recinto del primer cuadrante limitado por las curvas

y=a%y=32%y=2—u1.
. Hallar el drea comprendida entre las curvas f(z) = 2% y g(x) = I%H

. Hallar el drea del sector circular de la curva p(f) = /tgf entre los
dngulos 0 =0y 0 = 7.

. Hallar el drea comprendida entre la curva z(t) = V2 — 3t + 2,
t
y(t) = ————=, el ¢je de abscisas y las rectas x(3), x(4).

Vit —3t+2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Hallar el drea de la regién limitada por la lemniscata p? = 3 cos(26).

Hallar la longitud del arco de la curva y? = 2 (pardbola semictibica)

comprendido entre el origen y el punto P(5,5v/5).

Hallar la longitud de la catenaria entre el origen y el punto correspon-

diente a x = 1.

Hallar la longitud de la primera espira de la espiral de Arquimedes
(p=10).

2

Hallar el volumen generado por la curva f(z) = x* — x + 2 al girar

alrededor del eje X entre los puntos x = =2 y & = 3.

Hallar el volumen del cuerpo generado por la region limitada por las

curvas y = a2, y = %, y = 2z al girar alrededor del eje OX.

Hallar el volumen del cuerpo generado por el segmento de recta que

une los puntos (h,0), (0,r) al girar alrededor del eje horizontal.

x
1422

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la curva f(x) =

alrededor del eje de abscisas entre los puntos t = =1y x = 1.

Hallar el 4rea de la superficie generada la girar la pardbola y? = 2z — 1

alrededor del eje X entre los puntos 1 y 4.

Hallar el area y el volumen del toro generado al girar la circunferencia
22 + (y — 3)? =1 alrededor del eje X.
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RESPUESTAS:

1.

10.

11.

12.

13.

a) I =In2
b) I =5In2+2In3 —41Inb
¢) I=3In5—IIn2— Y(arctg2 — I)
d) I=3mn2-1
e) [=3
f) I = jarcsen(3)
9) I =735
Area:%
.Area:%
.Area:%
Area:w—§
Area = In2

4

.Areazl—i—lr‘Tﬁ

. Area =3
Longitud = 32
Longitud = 622—;1

Longitud = 21,26

Area = %
a8

Volumen = T

™
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wr2h

14. Es un cono de Volumen =

15. I=7(2—1)

S

16. Area = 2875

17. Area = 87, Volumen = 67>
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Capitulo 12

LA INTEGRAL DOBLE Y
SUS APLICACIONES

Una integral multiple no es mas que una integral en el espacio R"™ cuando
n > 1. En este capitulo se estudia las integrales dobles en particular y su
conocimiento posibilitara posteriormente el estudio de integrales de orden
superior, en particular, las integrales triples. A continuacion se estudian los
campos escalares y vectoriales con los conceptos de Gradiente, Divergencia
y Rotacional. Y finalmente se estudian las integrales de linea y de superficie

y algunos de los teoremas que hacen uso de ellas.

12.1. LA INTEGRAL DOBLE

En la primera seccién se estudian las integrales dobles desde su concepcion
hasta las aplicaciones de la misma, pasando antes por el calculo de la integral
doble, bien directamente, bien tras un doble cambio de variables.

Para ello recordaremos previamente, aunque de manera sucinta, el con-
cepto de integral de Cauchy-Riemann estudiado en el capitulo anterior.

Para hallar el drea de un recinto limitado por una curva plana y = f(x)
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continua en un intervalo [a, b, las rectas z = a, x = b y el eje de abscisas,
se divide el intervalo [a,b] mediante una particién en subintervalos con los
cuales generamos unos rectdngulos de base Ax; y alturas respectivas f(«;);
haciendo que la mayor de las longitudes de estos intervalos tienda a cero,
la suma de las areas de estos rectangulos conduce al concepto de integral

definida de Cauchy-Riemann como

max Ax;

% b
lim HOzf(ozi)Aavi = /a f(z)dz

12.1.1. Concepto de integral doble de Cauchy-Riemann

De forma semejante se comienza el estudio de la integral doble. Sea f(x,y)
una funcién continua positiva en un dominio cerrado D C R?. Se efectia una
particion del dominio D en n subdominios de areas respectivas AS; de forma
tal que > S; = area de D.

\
/

Figura 12.1: Concepto de Integral Doble

En cada subdominio, la funcién f(z,y) alcanza su valor méximo M; y

su minimo m; de forma tal que Y m;AS; < > M;AS;. Sea S la primera
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de estas sumas y S la segunda. Si tomamos en cada subdominio un punto

cualquiera (x;,y;), es evidente que m; < f(x;,y;) < M; por lo que
ZmiASi < Z f(@i, yi)) AS; < Z M;AS; - S<5<8S
1 1 1

Evidentemente, cada sumando de las primeras desigualdades representa el
volumen de un cilindro cuya base es de area AS; y alturas m;, f(x;,vy;), M;
respectivamente.

Si hacemos una particién de D de forma tal que max AS;, — 0, las tres
sumas anteriores coinciden y representan el volumen de un cilindro de base
inferior plana D y base superior la superficie z = f(x,y) y se representa en
la forma

iy 3 S m)dS, = [ fadady (12,1

mazx AS;—0

siendo D el recinto de integracion de la integral doble.
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recinto D

Figura 12.2: Recinto en una integral doble

De hecho, el recinto de integracién D no es mas que la proyeccion sobre

el plano XOY de la superficie espacial z = f(z,y)

12.1.2. Propiedades de la integral doble

De forma parecida a como se hace en las integrales simples, se demuestran

también las siguientes propiedades:

1. Propiedad lineal

//D(af(x,y) + bg(z,y))dzdy = a//D f(x,y)dxdy+b//D g(z,y)dxdy

2. Propiedad aditiva del dominio de integracién
Si D es la unién de los dominios disjuntos Dy y Do v f(x,y) es continua

en D, entonces

//Df(x’y)dxdy:/D1 f(x’y)dl'dy—i-/[)zf(a:,y)dxdy
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3. Acotacién de la integral doble

Si M =max f(x,y) en Dy A es el drea del dominio D, entonces

‘//D f(x’y)dxdy‘ < //D |f(2,y)|dzdy < MA

4. Teorema de la media

Sim =min f(z,y) en D entonces I(«, 5) € D tal que

//D f(z,y)dzdy = pA

siendo pu = f(«, B)el valor medio de la integral de la funcién f(x,y) en
el recinto D: m < u < M

Definicién 12.1 Un recinto D es reqular en la direccion del eje Y si toda
recta vertical x = xy corta a la frontera del mismo a lo sumo en dos puntos.
y es reqular en la direccion del eje X si lo hace toda recta horizontal y = yq.

Finalmente, un recinto D es regular o convero si toda recta corta a la
frontera del mismo en dos puntos a lo sumo. También se dice que un recinto

es reqular si toda recta que lo corte lo divide en dos partes.

Recibe el nombre de convexo porque, visto desde el exterior, la frontera
del recinto es convexa en todos sus puntos.
Evidentemente, un recinto convexo es regular en la direccion del eje OX

y en la direccién del eje OY'.
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Figura 12.3: Recinto regular en direccién vertical pero no en horizontal

Figura 12.4: Recinto convexo

12.1.3. Calculo de la integral doble

La integral doble de una funcién continua f(x,y) extendida a un dominio

regular D en direccién del eje Y es

J[ rizay = [ b [ / (()) 1. y)dy] e
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donde a y b son los limites de la variable = e y;(x), y2(x) son las ecuaciones

de las fronteras inferior y superior de D respectivamente.

Si el recinto D es regular en la direccion del eje X la integral seria

fededy = [ [ e ay
D c z1(y)

siendo ¢ y d los valores extremos de y mientras que x1(y), z2(y) son las ecua-

ciones de las fronteras izquierda y derecha de D, respectivamente.

Finalmente, si D es un dominio convexo, entonces el teorema de Fubini

establece que

/ab [/:(2:) f(x,y)dy] dr = /cd [/::)y) f(x,y)d:v] dy (12.2)

Debido a su construccién, es evidente que una integral doble representa el
volumen del cilindro cuya cara superior es la superficie z = f(x,y) mientras
que la cara inferior es el dominio D obtenido mediante la proyeccion de la

superficie z = f(x,y) sobre el plano XOY'.
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Ya(x)

yi(x)

Figura 12.5: Teorema de Fubini

En la practica, para resolver la integral / / f(x,y)dxdy es muy conve-
niente representar en el plano XY el recinto de i%tegracién D. Los limites de
integracion para la variable x son los valores minimo (z() y méximo (x) de
la misma (jsiempre son constantes!), mientras que los limites de integracion
de la variable y son los correspondientes a la curva inferior (yo(x)) y a la
curva superior (y;(z)), los cuales son variables (salvo que las «curvas» sean
rectas horizontales en cuyo caso los limites de integracién de y también son

y1(x)
/ f (w,y)dy] dx
Y

Z1
constantes). Resulta asi la integral /
Zo o(x)

Por lo tanto, si para resolver una integral doble se integra primero con
respecto a la variable y y luego con respecto a x, los limites de integracion
de la variable x son siempre definidos (constantes) mientras que los de y son
variables, salvo que el recinto de integracién sea un rectangulo.

En general, el recinto de integracién se encuentra en el plano z = 0 por
lo que para hallar los limites de variacién de y se hace z = 0 mientras que

para los de = se ha de hacer z = 0, y = 0 y resolver la ecuacién resultante.

Ejemplo 12.1 Dado el plano z = 6 — 2x — 3y en el primer octante:

1. Representarlo.
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2. Representar su proyeccion sobre el plano XOY (recinto D).

3. Hallar los limites de x (constantes) y los dey (variables) en este recinto.

1. Para representar un plano sélo se necesitan 3 puntos. Los més simples
son:
Paray =0, 2=0, -z =3 — A(3,0,0)
Paraz =0, 2=0, - y=2— B(0,2,0)
Parax =0, y=0, - 2=6 — C(0,0,6)

La figura obtenida es un tetraedro (un prisma de 4 caras).

2. Su proyeccién sobre el plano XOY (z = 0) es el tridngulo de la figura.

B(0,2)

2x+3y-6=0

(0] I A(3,0)

3. Larecta AB estd determinada por el punto (3, 0) y el vector 4 = (3, —2)

-3
por lo que su ecuacién es z 5 = % —2rx+3y—6=0.
0<z<3
En consecuencia, D : 6 — 21
O0<y< 5
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Ejemplo 12.2 Proyectar sobre el plano XOY la interseccion de la superficie
72 2

z=10— T + % con el plano z = 6 y hallar los limites de x (constantes)

ey (variables) en este recinto.

Para hallar la curva interseccion de ambas superficies se iguala ambas ecua-

2 2 2 2 2 2
ciones: 10—(%—1—%):6—>4:%+%—>f—6+%zlloqueindica

que se trata de una elipse.

y:+g\/16fx2

y:—gxll6—x2

Los limites de variacién de = (constantes) se calculan haciendo y = 0 —

—4 < x < 4, mientras que los de y se obtienen sin mas que despejar y en la
6 6
ecuacion de la elipse: —Z\/ 16 —22<y< +4_1\/ 16 — 22

2
& 2—:_:Ely dxdy siendo el recinto de integracion D
Y

Ejemplo 12.3 Hallar //
D

el rectangulo de la figura

Si el recinto de integracion es un rectangulo, los limites de integracién son
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constantes: en este caso, 0 <z <2, 0 <y <1 por lo que
27 pl,2 21 1 2
I = / [/ :B2+xydy}dx:/ U (f +a—Y )}dm
o LJo v +1 o LJo \y°+1 y*+1
2 T 1
= / [mQarctany—i—iln(quLl)} dx
0 0

2 3 2 2
2
= / (Ex2+§ln2>da:: Ex—+$—ln2 :—W—|—1n2
o 4 2 0 3

1
Ejemplo 12.4 Hallar dxdy siendo D el primer cua-
Jemp //D @+ +a) g

drante del sistema de coordenadas.

También en este caso los limites de integracion son constantes: 0 < x < oo,

0 <y < oo, por lo que

< 1 < 1 < 1 1 >
I = / 5 {/ 2—dy] dm:/ 5 [—arctanz} dx
o r¢+1|J)y y*+4 o x4+ 1 |2 21,

7T N
= éi[arctanx]o = —

8

Ejemplo 12.5 Hallar el volumen limitado por la superficie z = x> +y? y el
dominio del plano XOY comprendido entre la pardbola y = 2 y las rectas

r=3,y=1.

Falta un limite de integracién de la variable . Resolviendo el sistema y = 22,
y = 1 se obtiene el punto interseccion de la parabola y la recta horizontal:
r?> =1 — x = +1. El punto que forma parte del recinto es el (1,1).

El recinto de integracién es D = {(z,y): 1 <z <3, 1 <y < 2?}.
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Como es un recinto convexo, se puede integrar primero con respecto a y
y luego con respecto a z (o viceversa):

2

vV = //Df(x,y)dgcaly:/13 [/j (x2—|—y2)dy] dx

3 31 x2 3 6
2 Y 4, T s 1
- 2| dr = Z 222\
/1 {xy%—BL T /1(93—|—3 x 3):10

{375 a3 :L‘r_15032

_+_____ —
. 105

5o 21 3 3

Ejemplo 12.6 Hallar // (x —2y)dxdy siendo el D el recinto comprendido
D

entre la pardbola y = 3 — 2% y la recta y = 2x.

Se halla la intersecciéon de ambas curvas para hallar los limites de variacion
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de 2: 3 — 2> =2x — 2= -3, x =1 por lo que

I = /_13 [/QM(:C _ 2y)dy] dz — /_13 oy — 2] "

N /_3 (2(3 — 2% = 220) — (3 = 2°)* + (22)*) da

! 32
= / (—2* — 2° 4+ 82 + 32 — 9)dx = ——
_3 15

12.1.4. Calculo de areas planas mediante integrales do-

bles

Si en la férmula que permite hallar el volumen V = / / f(x,y)dxdy se

D
hace f(z,y) = 1, se obtiene el volumen de un cilindro de base D y altura
1, lo cual no es mas que el drea del recinto D. Por lo tanto, el area de un

recinto plano D viene dada por la férmula Area = / / dxdy
D

Ejemplo 12.7 Hallar el drea comprendida entre las pardbolas y = 22,

y=8— a1

Para hallar los limites de integracién de la variable x, se resuelve el sistema
formado por las ecuaciones de las dos pardbolas:
8 —2? = 2? — 22?2 = 8 — x = £2. Por lo tanto, el recinto de integracién es
D={(z,y): —2<x<2 22 <y<8—1a?}

Luego

2 8—z? 2 )
A = // d:cdy:/ / dy d:l:z/ )% dx
D -2 2 —2

2 22373 64
= 8§ —2r%)dr = |8z — ——| =—
/( x%)dx {x 3}_2 3

2
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12.1.5. Cambio de variables en una integral doble

Sea la funcién f(x,y) continua en un dominio D del plano XOY y consi-
deremos el cambio de variables de (z,y) a (u,v) mediante la transformacién
continua z = z(u,v), y=y(u,v).

Mediante esta tranformaciéon continua, no soélo el recinto D del plano
XOY se transforma en un nuevo recinto D’ del plano UOV sino que todo
punto interior de D se transforma en un punto de D’.

Entonces se puede demostrar que

/ /Df (2. oy = | | f(alu ),y )l | dudo (12.3)

siendo |.J] el valor absoluto del jacobiano de las funciones = e y con respecto

Ox Oz
a las variables v y v. Es decir: J = du v
9y 0y
ou Ov

Ejemplo 12.8 Hallar el jacobiano de la transformacion x = E, y=u+0v?
v

En este caso es

or 0o | |1
v
9y 9y 1 2o
ou Ov

Ejemplo 12.9 Hallar el jacobiano de la transformacion x = senu cosv,

Yy = Ssenusenv

Entonces
or Ox
7 ou  Ov COSUCOSV — SEN U Sen v
B dy Oy | cosusenv  senwucosv
ou v

= SGHUCOSUC082 v+ SGHUCOSUSGH2 UV = senu cosu
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12.1.6. Coordenadas polares

En caso de que la frontera del recinto de integraciéon de una integral doble
sea una elipse, generalmente suele ser aconsejable el cambio a coordenadas
polares modificadas o elipticas, tal y como se indica a continuacién.

2 2

Sea la elipse de ecuacién — + i 1. El cambio a coordenadas elipticas
a
xr = apcost, y = bpsent, transforma el interior de la elipse en el interior

del rectangulo de lados 0 < p < 1, 0 <t < 27, siendo el jacobiano de la

transformacion
Oxr Ox
ou v acost —apsent
J = = = abp
dy Oy bsent bpcost
ou v

Sia=ryb=r,laelipse se transforma en una circunferencia y el cambio
a coordenadas polares es x = rpcost, y = rpsent, siendo el jacobiano
|J| = r?p.

Ejemplo 12.10 Hallar // V22 + y2dxdy siendo D el circulo x?+y* = r?
D

2 2
Como el recinto es — + = = 1, esto nos sugiere el cambio de variables
r

a las coordenadas eh’ptifas: xr =rpcosa, y=rpsena por lo que z2 + y? =
r2p? cos? a+1r?p? sen? a = r?p?. Mediante este cambio a coordenadas polares,
el circulo D se transforma en el rectdngulo D' = {(p,a) : 0 < p <1, 0 <
a < 27} y el valor del jacobiano, como ya hemos visto, es J = r?p.

Por lo tanto
1 2m 1 2 p3 T 9
I :/ / V722 pdpdo :/ r3p? [/ da} dp = [a)2™ {r?’g] = §7rr3
o Jo 0 0

Ejemplo 12.11 Dado un recinto plano D de densidad uniforme v = 1,

se puede demostrar que el centro de gravedad de este recinto es el punto
dxd drd
G(Gy, Gy) tal que G, = M’ y = M‘
ffD drdy ffD dzdy
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Hallar el centro de gravedad del recinto limitado por el eje X y la mitad
superior de la circunferencia v +y* = r* (suponiendo la densidad constante

e igual a 1)

Evidentemente, debido a la simetria, es G, = 0.
En cuanto a la segunda coordenada, tras un cambio a coordenadas polares
x =rpcost, y =rpsent, |J| =r’p, 0 < p<1,0<t <, resulta:
N, = ffD ydxdy = foﬂ [fol rrszdp] sentdt = %7’3.
Y como el denominador de la férmula inicial representa el drea del recinto

que en este caso es la mitad del circulo (M = 177?),

2r3
T 4r
G,=-3_=_".
Yooomr? 3r¢
2

Ejemplo 12.12 Hallar el centro de gravedad del recinto del primer cuadran-

te limitado por la elipse 2—; + ?;—2 =1 st la densidad es constante e iqual a 1.

Cambio a coordenadas elipticas: x = apcost, y = bpsent,
|J| =abp, 0 < p<1,0<t< 7 porlo que

3 [t 1

N, = // xdxdy = / [/ abp%ip} acostdt = a*b=
D 0 0 3

3 1 1

N, = // ydxdy = / [/ aprdp] bsentdt = ab®=
D 0 0 3

Y como el denominador es la cuarta parte del area limitada por una elipse
4a 4b
(M = %ﬁab), el centro de gravedad es el punto (3—, 3—)
w 3w

12.1.7. Coordenadas esféricas

Sea el punto X (z,y, 2) € R3. El médulo del vector O_Xz se representa por
p. El angulo que forma este vector con su proyeccion r sobre el plano XOY

lo representamos por [ siendo « el angulo que forma esta proyeccién con el
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eje X. Estas coordenadas p, o, 5 reciben el nombre de coordenadas esféricas

o coordenadas polares en el espacio.

Figura 12.6: Coordenadas esféricas

La proyeccion del radio vector p sobre el plano XOY origina el tridangulo

rectangulo

Figura 12.7: Proyeccion sobre el plano XOY

En este triangulo, es facil ver que = rcosa e y = rsena. Por otra

parte, existe un triangulo rectangulo en el espacio que es el

en el cual es r = pcos 8, z = psen 3.
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En consecuencia, sustituyendo el valor de r en las expresiones anteriores,
resultan finalmente las equivalencias entre las cocordenadas cartesianas y las
esféricas:

x =pcosacosf, y=psenacosf, z=psenpf.

Mediante este cambio, la esfera 22 + y? + 22 = R? se transforma en el
ortoedro de aristas 0 < p < R, 0 <a <27, —5 < B < +7.
, En (;l Casg de una integral triple extendida sobre un elipsoide
r + = 4 S 1, las coordenadas anteriores se modifican multiplicaindo-
las, respectiffamente, por a, b y ¢, y se puede comprobar facilmente que el
jacobiano de esta transformacién es |J| = abcp® cos . Estas coordenadas
esféricas modificadas también reciben el nombre de coordenadas elipticas en

el espacio.

En resumen: en un cambio a coordenadas elipticas en el espacio, resulta

x = apcos acos f
1. ¢ y=bpsenacosf

z=cpsen 3

2. Jacobiano: J = abcp?cos 3

0<p<1
3. Limites de integracion: 0<a<2mr
<p<m



Algo a tener en cuenta en una integral es que, asi como en una integral
simple el cambio de variable obedece a la necesidad de simplificar la funcion
a integrar, en una integral multiple el cambio de variables puede obedecer
tanto a una necesidad de simplificar la funcién a integrar como a la posibilidad
de transformar el recinto de integraciéon en otro mas sencillo.

Por ejemplo: el cambio de variables cartesianas a coordenadas elipticas en
el plano es conveniente hacerlo tanto si la funcién a integrar posee la expresion
5—; + ‘Z—z como si el recinto de integracion es la region del plano limitada por
una elipse. En el primer caso, a continuacién habria que cambiar los limites
de integracién de la integral interior si no son constantes, mientras que en el
segundo caso habria que cambiar las variables de la funciéon a integrar por

las nuevas variables.

Interpretacion fisica de la integral triple

Si la densidad de un cuerpo no es constante sino que depende de la posi-
cién cada punto del mismo en la forma densidad = f(x,y, z), entonces una
integral triple de la forma [ [ [, f(z,y, z)drdydz representa la masa de dicho

cuerpo.

22 2 2
Ejemplo 12.13 Hallar el volumen del elipsoide — + -5+ — =1
a

b2 c?

Este elipsoide es una cuadrica simétrica respecto a los tres planos coorde-
nados por lo que sélo hallamos el volumen de su primer octante.

Hallaremos el volumen mediante una integral doble o una triple:

1. Mediante una integral doble:

22 y?
V:8//Dz(x,y)dxdy:8//Dc 1_(§+b_2 dzdy
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Cambio a coordenadas elipticas:

xr =apcost 0<
y =bpsent 0<
Luego, el volumen del elipsoide viene dado por la férmula
Lorg [ 1 521" 4
V= 80/ /2 V1 — p2abpdpdt = 8abc[t]d [—5(1 - p2)3§1
0o Jo

2. Mediante una integral triple:

v [ [ | dsya:

Tras un cambio a coordenadas elipticas en el espacio es
1

1 px pm P
V= 8/ / / abcp? cos Bdpdadfs = 8abe [—}
o Jo Jo 3 1o

Ejemplo 12.14 FEl drea de la superficie z = f(x,y) limitada al recinto D

[oz]og[sen ﬁ]og = gwabc

del plano XOY se puede calcular mediante la formula

3 (5) o

Hallar el drea del paraboloide z = 9 — (z* + y?), z > 0.
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2 2
El valor del integrando es \/1 + (%) + (g—;) = /1 + (422 + 492).

El recinto de integracién es el circulo 22 +y? = 9 lo que sugiere un cambio a

coordenadas elipticas:
x = 3pcost 0<p<1
P == J=a-b-p=9p
y = 3psent 0<t<2m
Por lo tanto,

2m 1
A = // V14 4p? 9pd,0dt:§/ [/ \/1—|—4p28pd,0] dt
' 0 0

_ 2/0% [%Idt:%/jﬁ (5\/3—1)dt:g(5\/5—1)7r
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12.1.8. Ejercicios resueltos

1. Hallar // (2% + y*)dxdy siendo D el recinto del primer cuadrante
D

comprendido entre las circunferencias x® +1y*> =1, 2?2 +y? =4

La funcién z = 2% + y? nos indica el cambio a coordenadas polares:

2 2
I:// (x2+y2)dxdy:/ / do| p*dp = 1om
D 1 0 8

2. Hallar el volumen del cilindro recto limitado por la superficie
flz,y) = daye™ V" y el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (1,1) en el
plano XOY

La férmula para hallar este volumen es V = [ p f(z,y)dxdy siendo en

este caso el recinto de integracion Por lo tanto, la integral se descom-

(1.1
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pone en dos sumandos, de acuerdo con los recintos:

1 x 2 2—x
V = / [ / 4xyex2_y2dy] dr + / [ / 4xyex2_y2dy} dx
0 0 1 0
1 2277 2 2 2]2-%
= / 2x [—ex Y } dz +/ 2x [—ex 4 ] dx
0 0 1 0
1 2 2 2
= / 2x (—1 + e ) dr + / 2x (—6435_4 + e > dz
0 1

Para hallar la integral [ 2ze*~*dz, se hace el cambio de variable 4z —

4 =t y luego se resuelve por partes.

Pero este ejercicio habria resultado mas sencillo integrando primero con
respecto a x y luego con respecto a y, pues s6lo habria un recinto de

integracion:

! 2=y 2_,2 ! 22127V
V = / [/ daye” Y d:c] dy = / 2y [em Y } dy
0 y 0 Y

1 A4y 9 1
= [t -y - e+ ) —:f}
_ 15 ¢t _ et 13
42 8 8 8

. Hallar el volumen comprendido entre el cono x* + y?> — 22 = 0 y los
planos z =0, z =r

Para hallar el dominio de integracion, se proyecta el cono sobre el plano
XOY (z =0), obteniéndose el circulo z? + y* < r2. El cambio a coor-
denadas elipticas x = rpcost, y = rpsent, hace que la ecuacion de la

circunferencia sea
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p? =1 — p=1por lo que la nueva regién de integracién es el rectangu-
lo0<p<1, 0<a<2rsiendo el jacobiano |J| = r?p, y en conse-

cuencia

2 1 9
V= // V2 4+ y?dredy = / / 3 p*dpdo = §7T7’3
D o Jo

. Hallar ydxdy siendo D el recinto del primer cuadrante definido

D
porx+y—3<0, —r+y+1>0, y<2

Dibujando el recinto de integracién se comprueba facilmente que esta

dividido en dos partes que son un rectangulo y un triangulo.

Por lo tanto, la integral también se descompone en dos sumandos:

1 2 2 —z+3 17
I:/ [/ ydy]dx—i—/ [/ ydy]dx:—
0 0 1 -1 6

. Calcular la integral // xydxdy siendo D el tridngulo de vértices
(1L,1), (2,1), (2,2)
Dibujando este tridangulo rectangulo se comprueba que cuando x varia

entre 1 y 2, la variable y lo hace entre 1 y z.

2 T ) 1 2 ; 47
Por tanto: I = yedy| doe = = (2 — 1)dr = —
1 1 3 )1 30
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6. Hallar // rydzdy si D es el recinto limitado por las rectas y = 7,
D
y =4z y las hipérbolas y = L, y =2

El recinto de integracién se muestra en la siguiente figura:
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y =4x

y =9/x

y =4/x

y=1/x

o) 1/2 3/2 2 6

Por lo tanto es :

Voo [ [ovtuy= [ [t s [ [ [ ydy] "
e [ [ ydy] "
() [ (2-r)e
w15 ( - )

oxt — L1 3/2+[401 2, 4 Lsi 1"
= r —-Inx nxr = nr— —;
2 12 327 9 16|,

225
39 + 80 1In 63,

. Calcular el drea encerrada por la cardioide p =1+ cos8 de dos formas

distintas
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a) Mediante una integral simple:

1 61 1 2T

A = —/ p2d0:—/ (14 cos 6)*do
2 Jo, 2 Jo
1

27 1
_ _/ (L+2cos0 4 (1 + cos(26))d6 = o
0

2 2

b) Mediante una integral doble. Tras el cambio a coordenadas polares

resulta:

™ 1+cos 0
A = //d:vdy—// pdpd@—/ {/ pdp}d@
' 0

o 27 1+cos 6
1 3
_ / [p_} dpz_/ (1—1—2(3059+cos20)d0:—7r

0 21 2 Jo 2

2 2
. Hallar el volumen comprendido entre los paraboloides z = 4— <% + 5) ,

z=x*+y?
En este caso el volumen resultante es el generado por el primer para-

boloide menos el generado por el segundo (también se puede hallar me-

diante laintegraltriple:V:/// dxdydz:// / dxdy)
1% D 2492

Por lo tanto:
e e
//D(x2 + y?)dzdy

El recinto D es la proyeccién sobre el plano XOY de la interseccién de

ambas superficies:

T 9 9 262 10y?

Y S 4— ) 2o
(25+9) Ty (25+9)

2 2

s i Yy .
100/26  36/10
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10 6

por lo que se trata de una elipse de semiejes a = , b= .
V26 V10
Por tanto, el cambio a coordenadas elipticas © = ——=pcost,
V 13p
3 . ) . ;
Yy = —5p sent transforma el recinto anterior en el rectangulo D’ de

lados 0 < p <1, 0 <t <2, siendo el jacobiano de la transformacién
45

5 3
J =abp = —p = J =/ =p.
2 /—13 \/5,0 130

Por otra parte:

2 2
1
4 — (;:—5 + %) =4 - Ep mientras que

1
25p% cos* t + 9p*sen’ t).
13

En consecuencia

Vo= ///(——p) %,{:dpdt
‘\f/{ 5,

45103 103 /45
T =
13 52 26 V13

Vo = /// (13 (250% cos® t + 9p* sen t)) \/%pdpdt
= 1_3\/%/0 0’ [ i (25cos2t—|—986n2t) dt} dp
= 1—2\/?—234# /1 pidp = %\/@3%

Voo ek 103\/7 39\/73“

a:2+y2
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Capitulo 13

TEORIA VECTORIAL DE
CAMPOS

Dado que tanto las integrales de linea como las de superficie estan inti-
mamente ligadas con los campos escalares y los campos vectoriales, estos
conceptos se engloban en este capitulo en tres secciones diferenciadas.

En esta seccion se estudian los campos escalares y los campos vectoriales
y como se transforman unos en otros mediante la aplicacién de ciertos tipos

de operadores.

13.1. Campos escalares y vectoriales

Sea D C R3.

Una funcién f(z,y, z) es un campo escalar si estd definida en todo punto
de D de forma que a todo punto de D le corresponde un tinico valor numérico.

Una funcién F (z,y,2) es un campo vectorial si estd definida en todo
punto de D de forma que a cada punto de D le corresponde un vector
numeérico. Por tanto, el campo vectorial F est4 definido en la forma F =

Fi(z,y, z)ff—i— Fy(x,y, z)j—i— F3(x,y, Z)E que puede expresarse también como
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F = (F|, F,, F3). Es decir: de la misma forma que un vector es un conjunto
de escalares, una funcion vectorial es un conjunto de funciones escalares. Si
la funcién vectorial estd definida en R?, entonces tendra tres componentes y

cada una de estas tres componentes es una funcién de tres variables.

Por ejemplo, F = (x_+y

’6y+22(21. -y — Z), Cos(l'2 — QyZ)) €S un campo
xr—Zz

vectorial en R3

Ejemplos de campos escalares son la temperatura y el peso mientras que
son campos vectoriales la velocidad y la fuerza.

Se llama operador nabla de Hamilton al operador vectorial simbdlico V=
azz + 3y j + 3 k

Este operador puede ser manejado como un vector de forma que
= V f significa que hay que aplicar el operador nabla al campo escalar f

= VxF expresa que hay que multiplicar vectorialmente los vectores V
y F

= VF indica que hay que multiplicar escalarmente el operador V por la

funcion vectorial F

Podemos decir entonces que V es un ”vector” que se aplica (o que ”multipli-

ca”) a una funcién escalar o vectorial.

13.2. Gradiente de un campo escalar

Sea f = f(z,y, z) un campo escalar en un dominio D C R3.
Se llama gradiente de la funcién f en un punto de D al vector, calculado
en dicho punto,

— 8f7 of - Of »

grad(f) = %z a—yj + azk
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Haciendo uso del operador V, el gradiente de una funcién escalar se puede
indicar en la forma gr—agl( f) = V£, entendiendo que el vector V es simbdlico
y no tiene sentido por si solo.

Dado que V esta formado por derivadas parciales, también verifica algu-
nas de las propiedades de la derivada. En particular, V es un operador lineal:
Viaf(z,y,z)+bg(z,y,2)) =aVf+bVg.

Una interpretacion geométrica del vector gradiente puede ser la siguiente.
Sea 7= (z,y, z) el vector de posicién de un punto P € D.

Entonces dif = dx i+ dy ]_"4— dz k por lo que el producto escalar del gradiente

de U por el elemento di'es Vf - drf = =—dx + =—dy + ﬁdz que no es otra
ox dy 0z

cosa que la diferencial de f, es decir, Vf - dr = df .

Por lo tanto, si U(z,y, z) representa la ecuacién de una curva de nivel,
entonces U es constante, por lo que dU = 0 y, en consecuencia, VU - dr'= 0
lo que indica que los vectores VU y di’ son ortogonales. Podemos decir, por
tanto, que el vector gradiente de una funciéon en un punto es perpendicular
a la curva de nivel que pasa por él.

El gradiente de una funcién en un punto representa la direccion en la que
la funcién varia mas rapidamente y el médulo de ese gradiente indica a qué

velocidad varia.

Ejemplo 13.1 Hallar el gradiente de la funcion f = x*y — 2y*z + 322z en
el punto P(1,-2,2)

Las derivadas parciales de la funciéon f son
98 — 2y + 322 — %(P) =38

ox
%:x2—4yz—>g—£(]3):17
% = —2y* + 61z — %(P) =4

— - R 5
Por tanto, (grad(f))p = 81+ 17j + 4k

Ejemplo 13.2 Hallar un vector unitario normal a la superficie

2%y — 2zy?2 4+ 322 4+ 6 = 0 en el punto P(1,-2,2)
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El gradiente de una funcién representa un vector normal a la superficie indi-

cada: Vf = (2zy—2y*z, 2® —dxyz, —2xy?+62) — (Vf)p = (—20,17,4) cuyo
—

médulo es |gradf| = v/20% + 172 + 42 = /705 por lo que el vector unitario

normal a la superficie es el @ = —=(—20, 17,4)

V705

13.3. Rotacional de un campo vectorial

Se define el rotacional de un campo vectorial F como el producto vectorial
de V por F , es decir, rot(ﬁ )=V X F y teniendo en cuenta la expresion de un

producto vectorial, el rotacional de un vector se puede indicar simbdélicamente

— — —

A
como el desarrollo del determinante rot(ﬁ )= a% % %
o Fy F

Teniendo en cuenta que el producto vectorial es distributivo, se deduce que
el rotacional es un operador lineal: rot(aF + bG) = a rot(F) + b rot(G)
Fisicamente, el rotacional es un operador vectorial que muestra la ten-

dencia de un campo vectorial a girar alrededor de un punto.

Ejemplo 13.3 Hallar el rotacional del campo vectorial
F = (2zy — )i + (3yz — 222)] + 321223k en el punto P(3,—2,—1)

Aplicando la expresién anterior es:

i j k
rot(F) = 8% a% %

2oy —y? 3yz — 222 3ay??
= (6ayz® — 3y +42)i + (0 — 3y°2%)] + (0 — 2z + 2y)k

por lo que (rot(F))p = 38i + 125 — 10k

Teorema 13.1 El rotacional del gradiente de una funcion escalar es nulo.
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Demostracién. Sea la funcién escalar f(z,y, z). Entonces:

of of of )

rot(grad f) = rot <—, =12 2 21=0
oxr’ 0y 0z of a_? oF
ox Oy Oz

sin més que tener en cuenta el teorema de Schwarz sobre la igualdad de las

segundas derivadas parciales.

13.4. Divergencia de un campo vectorial

Sea el campo vectorial F' = (X,Y, Z) cuyas componentes Fy, Fy, F3, son
funciones uniformes y derivables en cada punto de V' C R?. El producto

escalar de 105 Vect%res V v F toma la forma oF, O0F, OF.
vi— (Lis 25 Oy mit mj+mi = 20 0 OB
(8x2+8y7+az J(Frit Foj + Fsk) ox * dy i 9z e

el nombre de divergencia del campo vectorial F, es decir, div(ﬁ )= VF.

Si se considera F' como un fluido que entra en un espacio, la divergencia
de F' representa la diferencia de fluido entre el punto de entrada y el de salida,
aunque en un espacio infinitesimal.

La divergencia es un operador lineal: V(aﬁ + bé) — aVF 4 bG sin més

que tener en cuenta que el producto escalar es distributivo.

Ejemplo 13.4 Hallar la divergencia del campo vectorial

F =22 4 (y*x — 3yz2)j + (22 — 2ay)k en el punto (3,—2,1)

Las derivadas parciales son

Fy = a? — 98 =27 — (28, =6
F2:y2x—3y2;2 %%:2%y—322—><%)p:—15
F3222—2;L‘y —)%ZZZ—)(%)pZQ

—

Por tanto, (div(F))p = =7
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Teorema 13.2 La divergencia del rotacional de una funcion vectorial es nu-

la.
Demostracién. Sea la funcién vectorial F = (F1, Fy, F3). Entonces,
_ ~ . (O0Fy 0Fy, 0Fy O0F; 0F, O0F;
d tF) = d — — —
w(rotF) " < dy 0z 0z 0Oz’ dx Oy
0 F3 _ 0 F, n 0*F, B 0 Fy N 0?Fy B PPFy 0
0xdy 0xdz Oydz Oydx 020y 0z0x

Los tres conceptos anteriores se pueden resumir como sigue:

» El gradiente de una funcién escalar f(x,y, z) es una funcién vectorial:

of of 0
radh) = (. 505

= El rotacional de una funcién vectorial F = (F1, Fy, F3) es una funcién

vectorial:
i 7k
s P 0Fy O0F, OF, O0F3; 0F, O0F,
rotF=| £ £ <2 |= - ) - ) -
or 9dy Oz oy 0z 0z or " Oy ox
Fy Fy I3

» La divergencia de una funcién vectorial F' = (F}, Fy, F3) es una funcién

escalar:
Ol 1 ol 2 ol 3

div(F) = ox Jy 0z

13.5. Campos conservativos

Se dice que un campo vectorial F' = (Fy, F», F3) es conservativo si se
obtiene como el gradiente de una funcién escalar U(x,y, 2), es decir, si

F = grad(U)
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gradiente

/_\ rotacional

Campo vectorial >

~_ “

divergencia

La funcién U(x,y, z) se llama funcién potencial del campo vectorial F si

verifica que

FoOUr s UL it B+ By
ox dy 0z

Pero segun el teorema anterior 13.1 es rot(grad U) = 0 por lo que se
deduce que un campo vectorial F es conservativo si TOt(ﬁ ) =0, lo que exige

que se verifique la igualdad de las derivadas cruzadas:

(OFy  OF; )
oy Oz
F es conservativo < @ = %
0z Ox
ory,  0OF;3
0z Oy )
Esta condicién se puede expresar en forma reducida mediante el Lema de
Poincaré: el campo vectorial ﬁ(xl, T, ..., xy) = (F1, Fy, ..., F,) es conser-
. . OF;,  OF; o,
vativo si = para i # j.
al’j 8@

13.5.1. Calculo de la funcién potencial

ou ou oU

Sea U una funcién potencial tal que — = F}, — = F5, — = F3. De
ox oy 0z

la primera de estas ecuaciones se deduce que U = Fi(z,y,z)dz+ ¢(y, 2).

xo
Derivando con respecto a y e igualando con la segunda ecuacién anterior se
ou T OF 0
obtiene — = —1dy + 99 = F.
AWy Juy Oy dy

168



oF, OF: OF:
Pero como — = —= resulta que —_— / —2d + — = F;, y por tanto
oy ox
. 0 0
[F2]x0 + a—j = Iy = y(z,y,2) — Fa(zo,9, 2) + a_j = F(z,y, 2)
0¢ Y
= 5, = B20,y,2) 2 o= [ Fywoy 2)dy +9(2)
Y Y0
Derivando con respecto a z e igualando con la tercera ecuacién anterior se
oUu Y OF, oY
bti — = —dy + — = F3.
obtiene o> /yD Bp Y+ - 3
OF. 8F Y OF:
Pero como 8_2 =3 queda / —3d + — = Fj3 y por tanto
z
0 0
[F] —I——w:Fg—)Fg([lf,y,Z)—Fg({lf,yo,Z)—F—w:Fg(l',y,Z)
0z 0z
a 4
— —¢ = F3(x,y0,2) > ¢ = / Fs(z,y0,2)dz + C
20

Luego, la funmon potencial es

T Yy z
U:/ Fl(x,y,z)dx+/ FQ(xg,y,z)dy—i—/ F5(xo, Yo, 2)dz + C

zo Yo 20

En la préactica, para hallar la funcién potencial se integra una componente
con respecto a su variable y se le suma la integral de todos los sumandos
de otra componente que no posean la variable anterior y se acaba sumando
la integral de todos los sumandos de la tercera componente que no posean

ninguna de las dos variables anteriores.

Ejemplo 13.5 Comprobar que F = (dayz® — 3y?, 22223 — 6zy + 22, 622y2% +

2yz — 4) es un campo vectorial conservativo y hallar su funcion potencial.

I es conservativo si se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas:

(9F 1 a F: 2
— 423 — 6y =

By v = by =5-

8F1 8F3
=12 =

0z zye” O

8F2 2.2 8F3
— 2 —

5. =622+ 2z = 83/
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Su funcién potencial es

U= /(4xyz3—3y2)dx+/z2dy—i—/(—4)dz = 20%y2® —3ay* +y2* —42+C

Ejemplo 13.6 Comprobar que el campo vectorial

- 2y 3z 8yz 2x 6xz 4z 4dry 3z 4y ‘

F = 5 5 ~3 o D R ) €S conservatwoy
z Y x3 z Y x z Y x

hallar su funcion potencial.

Se ha de verificar la igualdad de las derivadas cruzadas:

8F1 2 6z 8z 8F2

Oy 2y 3 Oz
OF, 4y 3 8y OF

9z B oy 23 o
8F2 . 4x 6x 4 . 8F3
0z 23 y3 22 Oy

Su funcién potencial es

13.6. Campos irrotacionales

Se dice que un campo vectorial F es irrotacional si su rotacional es nulo.
Pero entonces, segin acabamos de ver, el campo F es potencial, por lo que
podemos reducir esta propiedad indicando que todo campo vectorial potencial
es irrotacional y viceversa.

El que el rotacional de un campo alrededor de un punto sea distinto de
cero no implica que las lineas de campo giren alrededor de ese punto. Por
ejemplo, el campo de velocidades de un fluido que circula por una tuberia
posee un rotacional no nulo en todas partes, salvo el eje central, pese a que

la corriente fluye en linea recta.
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2r — 2y 1>
Ejemplo 13.7 Comprobar que el campo vectorial (—$, - _y’ v + 22)

es irrotacional y hallar su funcion potencial.

Basta comprobar que se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas:

aFl 2x BFQ

8_y y2_%
OF _,_oF,
dz  Ox

0F, 2 _0R
0z 22 Oy

Su funcién potencial es

2 —2 2 2
U:/—xdx—i—/—ydy+/2zdz:x——y—+z2+0
Y < Y z

13.7. Campos solenoidales

Un campo vectorial es solenoidal si su divergencia es nula. En tal caso, se
dice que un campo vectorial no tiene fuentes ni sumideros.

Un campo vectorial G es solenoidal si es el rotacional de un campo vecto-
rial F'. Es decir, si G = rot(F) entonces div(rot(F)) = 0. Ahora, bien, segtin
el teorema (13.2), la divergencia del rotacional de un campo vectorial es nula
por lo que se puede asegurar que un campo vectorial es solenoidal si es el
rotacional de un campo vectorial.

En consecuencia, si un campo vectorial es solenoidal el mismo fluido que
entra en el campo es el que sale de él, lo que se interpreta diciendo que no

hay fuentes ni sumideros en todo punto del campo vectorial.

Ejemplo 13.8 Comprobar que (3xy(x — 2%),3zy(2* — y),2*(y — x)) es un

campo vectorial solenoidal.
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Su divergencia ha de ser nula:

. 2, _ 2 2 o .2 3_ .3
JivE = 0(3z%y — 3xyz?) N 0(3zyz* — 3zy?) N 0(yz® — x2?)

ox dy 0z
= 6ay — 3yz® + 322% — 6oy + 3yz® — 322> =0
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13.8. Ejercicios resueltos

r 22 2 oy P

= z .
1. Comprobar si F' = =~ 3" 3 3.3 —l— es conservativo. En
Y x Y 2% z

caso afirmativo, hallar su funcion potencial.

Un campo vectorial F' es conservativo si se verifica la igualdad de las

derivadas cruzadas:

8F1 —2x 8F2

oy B Y3 " Oz
8F1 —2z (9F3

9z  z3  ox
oF, 2y _oF,
dz 23 Oy

Por lo tanto, el campo vectorial dado es conservativo. Su funcién po-

tencial es
v 2 y 72 2 y?
U= — — —|d —Zd 0dz = — =24 C
/(y? x3) ‘H/ 22?“/ T o a2

2 2
gxgy + 4z, —gx?’z + 4y) es irrota-

citonal y hallar su funcion potencial.

2. Comprobar que F = <m2(y2 —2?),

Un campo vectorial F' es irrotacional si es conservativo y, por tanto, si

se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas:

OR o _ OF)
By Y= 0
8F1_ 2 _(9F3
R
oFy _,_0f
oz Oy

Por lo tanto, el campo vectorial dado es conservativo. Su funcién po-

tencial es
3
U= / (*(y* — 2%)) dz + /4zdy + /Odz = %(yz — 2 +4yz +C
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3. Comprobar que F = (2z(y — 2),2y(z — x),22(x — y)) es solenoidal.

Un campo vectorial es solenoidal si su divergencia es nula:
OFy 0F, OF
1, Of Ol
ox dy 0z
= 2(y—2)+2(z—2)+2(x—y)=0

div(F) =

4. Hallar a, b, ¢ para que F = (6x + 2y + 3z, ax + 2y — 4z, bx + cy + 52)

sea irrotacional. En ese caso, hallar su funcion potencial.

I es irrotacional si se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas:

oOF, )

=19

gﬁ —a=2
2_

ar )

OF _

591433 —b=3

or )

oF, __,

éa_ﬁ?): —c=—4

oy ©

Por lo tanto, el campo vectorial

F = (6x + 2y + 32,22 + 2y — 42,3x — 4y + 5z es conservativo y su

funcion potencial es

U:/(6x+2y+3z)dm+/(2y—4z)dy—|—/5zdz, es decir,
2 2 O o
U=32"42zy+3xz+y —4yz+§z +C

5. Hallar la divergencia del gradiente de un campo escalar f(x,y, z)

Dado que grad f = <g—f, %’ g—f), es
x’ Oy 0z
2 2 2
div(grad f) = 8f+8f+3f:Af

ox?  Jy? 022
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2 9?2 o
0x2° 9y?’ 922

y tiene gran interés en el estudio de la transmisiéon del calor.

El operador vectorial A = < ) recibe el nombre de laplaciana
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Capitulo 14

INTEGRAL DE LINEA

En un capitulo anterior se ha estudiado el concepto de integral defini-
da de Cauchy-Riemann como la suma de las areas de infinitos rectangulos
comprendidos entre una curva y = f(z) y el eje de abscisas, siendo el resul-
tado final el area encerrada por dicha curva, el eje de abscisas y dos rectas
verticales.

Posteriormente se estudié el concepto de integral doble de forma parecida
al anterior, resultando el volumen del cilindro limitado por la superficie z =
f(z,y), el plano XOY y paredes verticales sobre un recinto plano R € XOY'.

En este capitulo se estudia un nuevo concepto de integral, cual es el de
integral de linea, la cual indica el trabajo efectuado por una fuerza vectorial
a lo largo de una curva entre dos puntos de ésta. Como consecuencia, la
integral de linea depende no sélo de la funcion F y de los puntos inicial A
y final B, sino también del camino = sobre el cual se aplica dicha funcion

vectorial.
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14.1. Concepto de integral de linea

Sea 7 una curva del plano XOY entre los puntos (a,b) y (a’, ).
Efectuamos una particion de la curva v mediante los puntos
(0, 40) = (a,0), (z1,91), (22, 2), - - - (Tn, yn) = (a', V).
Sea ademdas Ax; =x;, —x; 1y Ayi =vyi —vyi_1, 0 =1,2,...,n.
En v escogemos los puntos (ay, ;) situados entre (z;_1,y;-1) v (i, ¥;)-
Por ultimo, sean las funciones X (z,y) e Y (x,y) definidas y continuas en todo

punto de la curva 7.

(xn, yn) = (a, b)

Figura 14.1: Concepto de Integral de linea

Con estos preliminares, vamos a definir un nuevo tipo de integral. Para
n

ello, formemos la suma Z (X (e, B;)Azx; + Y (au, 5;) Ay;]. Si existe el limite
i=1
de esta suma cuando max Az; — 0 y méx Ay; — 0, se llama Integral de linea

a lo largo de la curva 7 y se indica como

nh;H;OZ[X<aiaﬂi>Al‘i+Y(aia6i)Ayi] = /X(%y)dx‘i‘y(%y)dy
Y

i=1

De forma parecida se define la integral de linea en el espacio como

/X(x, y,z)dx + Y (x,y, 2)dy + Z(x,y, 2)dz
v
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14.2. Interpretaciones de la integral de linea

Vectorialmente, una integral de linea puede indicarse de la siguiente for-
ma. Sea P(z,y) un punto genérico de la curva . Se llama radio vector de P
al vector 7= OP — (x,y), siendo dr’ = (dx, dy).

Sea la funcién vectorial F = (X (z,y),Y(x,y)). Entonces, la integral de
linea representa la integral del producto escalar de los vectores F y dr, es

decir:
/X(x,y)dm+Y(x,y)dy: /ﬁd? (14.1)
gl v

Una interpretacion fisica de la integral de linea es que representa el trabajo
realizado por la fuerza Falo largo de la linea v entre los puntos A, B € 7.
Si v es una linea cerrada, la integral de linea se indica en la forma

Xdx 4+ Ydy. En este caso, la férmula (14.1) representa la circulacion del
gl
vector F'alo largo de la linea cerrada ~y y la integral se la conoce como integral

de contorno, aunque a veces ambas reciben el mismo nombre de integral
curvilinea. Para fijar el signo de una integral de contorno indicaremos que
éste es positivo si al recorrer la linea cerrada, el recinto que encierra queda a

la izquierda del recorrido y es negativo en caso contrario.

T =

Figura 14.2: Recorrido positivo en una integral de contorno
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14.3. Propiedades de la integral de linea

Las integrales de linea tienen propiedades parecidas a las de las integrales

definidas. Y asi, por ejemplo:

= Propiedad aditiva del camino:

SiA,B,CE%/ ﬁdF:/ ﬁdﬂ/ FdF
AB AC CB

n [n%ersio/n de los Alz/mites:
/ Fdr = — / Fdr
A B

14.4. Calculo de la integral de linea

Sea la integral de linea f7 Xdx + Ydy siendo v una linea que une los
puntos A(zg,y0) v B(z1,y1). Para resolver esta integral de linea, usaremos

alguno de los métodos que se indican a continuacion.

1. Si v estd expresada en forma explicita y = y(z), se sustituye tanto la
funcién y(z) como su diferencial dy = y/(z)dz en la integral propuesta

(siempre que A # B), entre los valores xy y x; resultando la integral
z1
| X)) + Y@@y (@) do
Zo

En caso de que A coincida con B, la integral no siempre sera nula
como veremos mas adelante. Pero seguramente la curva v se podra
descomponer en dos curvas mediante las funciones y = y;(x) desde A
hasta un punto C' de la curva e y = ys(x) desde C hasta B, con lo que

la integral de linea se descompone en dos integrales definidas:

TR TC TR
/ y(z)dz :/ yl(x)dx—l—/ yo(z)dz.
T A TA rc

Ejemplo 14.1 Hallar la integral de linea /(x2 —2y+1)dr+ Y
Y

d
—i—:cy

.
entre los puntos (0,0) y (=1,1) a lo largo de la pardbola y = x>
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2

Sustituyendo tanto y = z* como dy = 2xdx en la integral de linea se

obtiene la integral definida entre xg =0y x; = —1:

—1 CC'2 _ 1 —1
I = / —? 1l ———2 d;t::/ (=2 + 22 — 1)dx
0 z(z+1) 0

3 -1
x 9 1 7
[ st xh sHl+1=1

Ejemplo 14.2 Hallar la integral de linea / wydx + 3y*dy si A(0,1)
AB
y B(1,e) son dos puntos de la curva y = €*

Sustituyendo y = e* A dy = e“dx en la integral propuesta, resulta la

integral definida

1 1
I = / ve“dr + 3e* e"dr = / (ze” + 3e*")dx
0 0

= |ef(z—1 +63””1:e3+1—1:(33
[e"(z —1) 0

. Si la curva 7 estd expresada en forma paramétrica x = z(t), y = y(t),
basta sustituir estas expresiones en la integral propuesta, teniendo en
cuenta que dx = 2/(t)dt, dy = y/'(t)dt, siendo 2/(t) e y/(t) las derivadas
con respecto a t de las funciones x(t) e y(t), respectivamente. La funcién
resultante se integra como una integral definida entre los puntos ¢y y t;

correspondientes a Ay B:

= / X (), y(0)2'(6) + Y (2 (t), y(0)y/ (1)]dt

to

—1
z 2d$ + (22 — 3y — 10)dy a lo largo de la

Ejemplo 14.3 Hallar/
v YT
curva z(t) = t2 — 2t + 1, y(t) = 2t — 6 entre los puntos A(4,—8) y

B(0, —4).
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El punto A corresponde at = —1 y el B a t = 1. Sustituyendo las
expresiones de z(t) e y(t) en la integral indicada, se obtiene la integral
definida

Y22t 411
I:/“ 2t+6 (26 — 2)dt + (26> — 4t + 2 — 6t + 18 + 10)2d¢
~1 —

1 3 2 1
563 21t
:=/(ﬂ—t+4ﬁ—2m+2mﬁ={—————~+m4
. 3 2 .
130

-3

Ejemplo 14.4 Hallar la circulacion del campo vectorial F = (—y,x)

a lo largo de la astroide x(t) = 2cos®t, y(t) = 2sen3t.

La circulacién de campo vectorial es la integral de contorno

I = fﬁdfz%—yd.f%—xdy
v v
2w

= / 2sen®t-2-3cos®tsentdt + 2cost -2 - 3sen?t costdt
0

27 27
12
= 12 / sen’ ¢ cos? t(cos t + sen? t)dt = T / sen’(2t)dt
0 0
_ 3/27r 1 — cos(4t) gt — 3 . sen(4t) ] 3
) 2 2 1,

. Si v esta expresada en forma implicita, es conveniente expresarla en

forma paramétrica y continuar como en el caso anterior.

3

Ejemplo 14.5 Hallar /de — —ydy entre los puntos (0,1) y (2,5)
v Y L

sobre la curva z* + 22 — > +y =0

Hacemos x =t y se obtiene la ecuacién de segundo grado

41?2 -y +y =0 — 3> —y — (t* +¢*) = 0 cuyas soluciones son y = 2,
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y=t>+1.Siz=0ey=1est=0en la ecuacién y = t> + 1 por
lo que es ésta la que hay que escoger. Para v = 2 ey =5est = 2.
En consecuencia, las ecuaciones paramétricas de la curva son x =t e

y =t + 1 que se sustituyen en la integral indicada:

2 2 2
t 3t2+3 t
I = / ——dt — + 2tdt:/ —6t2—6 | dt
o 1241 t o \2+1

2

1 1
= {-1n(t2+1)—2t3—6t] = —In5—28
2 0 2

Ejemplo 14.6 Hallar / (x — 1)dx + (y + 1)dy siendo A(3,-2) y
AB
B(1,1) dos puntos de la elipse 9(x — 1)? + 4(y + 2)* = 36

Hacemos el cambio a coordenadas elipticas © = 1 + 2cost, y = —2 +
3sent con lo que el punto A(3, -2) corresponde al valor ¢ = 0 mientras
que a B(1, 1) le corresponde ¢ = 7.

Por otra parte, dv = —2sentdt, dy = 3 costdt. Por tanto:

us

I = /2 2cost(—2sent)dt + (—1 + 3sent)3 costdt
0

=
—3sent| = ——
0 2

sen?t

= /2(5sentcost—3cost)dt: [5
0

. Una integral de contorno también puede resolverse transformandola en

una integral doble como se indica a continuacion.

14.5. Teorema de Green en el plano

El teorema de Greeen en el plano establece una relacién entre una integral

de linea extendida sobre una linea cerrada y la integral doble extendida al

recinto interior encerrado por dicha linea.
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Sea R un dominio regular en el plano XOY', interior al rectangulo

a <z <b c<y<d, siendo v la curva cerrada frontera de R.

Sean A y B los extremos horizontales de la curva y a y b sus respectivas

abscisas. Sea y = yo(x) la curva superior comprendida entre estos puntos e

y = y1(z) la curva inferior (ver Figura(14.3)).

ya(x)

ya(x)

Figura 14.3: Teorema de Green: primera parte

Si X(z,y) e Y(x,y) son dos funciones continuas con derivadas parciales

continuas en el dominio R, entonces

/ a—dedy
r Oy

[ ) oo [
/ab (X (2, y2(2)) — X (2, y1(2))] da
- [ Xt | " X (g ()

—%{X(a:,y)dx
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En consecuencia,

7»{ X(e.ppdo == [ [ Gavdy (142)

Sean C'y D los extremos verticales de la curva y ¢ y d sus respectivas
ordenadas, x = z5(y) la parte derecha de la curva comprendida entre estos

puntos y z = x1(z) la parte izquierda (ver Figura(14.4)).

D

Xa(y)
Xa(y)

Figura 14.4: Teorema de Green: segunda parte

Entonces

d aY d
~dxdy = / / Zdr | dy = / V]2 dy
// c ( z1(y) Ox ) c ®)

— /[Y(.Tg(y),y)_Y(xl(y)vy)]dy

- /CdY(xg(y),y)dy—i—/D Y (21(y), y)dx
= ]{Y(:v y) dy

En consecuencia, j{ x,y)dr = / / —dxdy

Sumando esta 1gualdad con la (14.2) se obtlene la formula de Green en el
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plano:

ﬁX(m,y)dm Y (2, y)dy = //R (% - %—j) ddy (14.3)

Mediante esta féormula, una integral de contorno a lo largo de una linea
cerrada se transforma en una integral doble sobre el recinto que la curva

encierra.

Ejemplo 14.7 Hallar la circulacion del campo vectorial
F = (2 + a:y)?—l— (—z + y2)f a lo largo de la linea cerrada limitada por las

curvasy =3x — 1, y=a>+1

Hallemos en primer lugar los puntos de interseccién de ambas curvas:
> +1=3r—-1—=22-32+2=0— 2 =1, 2= 2. El contorno solicitado

as{ como el recinto que contiene se indican en la Figura(14.5)

Figura 14.5: Aplicacién del teorema de Green

Puesto que segtn el teorema de Green es
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]{ﬁdfz %X(:c,y)da: +Y(z,y)dy = // (8_)/ - 8—X> dxdy, entonces
. - r\ Oz Oy

I = 7{(3:2+9cy)da:+(—:c+y2)dy://R(—l—w)dxdy

v

_ _/12 (/ledy) (1+q:)dx:—/12(3x—2—:c2)(1+:1:)d1:

2 5

Ejemplo 14.8 Hallar la circulacion del vector F = (22 + 2,22 — 42+ 1) a

lo largo de la circunferencia * + (y — 1)> =9

La circulacién de un vector F a lo largo de una linea cerrada ~ es la integral
de contorno § Fdr.
Y

Por ser una linea cerrada se puede aplicar el teorema de Green:

%qu; +Ydy = // (8_Y — 8_X) dzdy por lo que
. r\ 0z Oy

]{(xQ +y)d + (22 — oy + 1)dy = //(220 — 2y)dzxdy.
gl R
El cambio a coordenadas elipticas x = pcost, y = 1 + psent hace que el

valor del jacobiano sea J = p y la integral se transforme en

27 3 2T
/ [/ (2pcost—2—2psent)dp] dt:/ (9cost —6—9sent)dt = —127
0 0 0

Estos ejemplos nos han servido para comprobar que la integral de linea
a lo largo de una curva cerrada (integral de contorno) no necesariamente ha
de ser nula, aunque si hay casos en los que puede serlo.

Y a veces, el trabajo efectuado por una funcién a lo largo de una linea en-
tre dos puntos de la misma, no depende necesariamente del camino recorrido
sino tan sé6lo de los puntos inicial y final.

A continuacion se indica la condicion que ha de verificar la funcion vec-

torial F para que su trabajo no dependa del camino recorrido.
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14.6. Independencia de la integral de contorno

del camino de integracion

Sean X (z,y) e Y(z,y) dos funciones continuas con derivadas parciales
continuas en un dominio D de contorno 7.
Condicién necesaria y suficiente para que la integral de contorno

]{ Xdx+Y dy seanula es que se verifique la igualdad de las derivadas cruzadas
oy 0x

or Oy’
Demostracion.
aYy  0X
= Condicién suficiente: Supongamos que Pl Sustituyendo en la
Z Y

formula de Green resulta

oY 0X
X(x,y)dx + Y (x,y)d :// (———)dxd = 0.
]ﬁ (2,9) (z,y)dy Ry y

» Condicién necesaria: Supongamos que f,y X(z,y)dex+Y (z,y)dy = 0 en
0X

cualquier curva cerrada de 7y siendo Fral # 0 en algin punto de
T Y
D.
Y 0X 0X
Sea por ejemplo — ——— > 0 en el punto (xg, yo). Porser X, Y, —y
or 0Oy dy
oY

e funciones continuas en D, también lo seréan en un subdominio D’ C
x

D al que pertenece el punto (zg,yo). Sea r’ el contorno de D’. Segun el

oY 0X
teorema de Green es ¢ X(x,y)dr = // — — — | dxdy >0 lo
! ’ 31’ ay
que irfa en contradiccién con la hipétesis de que § Xdx + Ydy = 0 en
toda curva cerrada de D. De la misma forma se demuestra que Fre
x
0X . . .
5, o puede ser negativa. En consecuencia, ha de ser necesariamente
Y
ay ox 0
oxr Oy

con lo que queda demostrado el teorema.
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Como consecuencia, si se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas

oY 0X
Fr i la integral de linea [ 4p Xdr +Ydy no depende del camino
x Y

escogido para ir del punto A al B sino tan sélo de la posicién de éstos.

1
Ejemplo 14.9 Hallar %(ew + 2%y — 1)dz + (§x3 —seny + 2)dy a lo largo
v
de la circunferencia > +y* —3x + 7y —5 =10

aY 0X ) . .
Puesto que — = 2?2 = ——, aplicando el teorema anterior, la integral

ox dy

sobre cualquier contorno es nula.

Ejemplo 14.10 Hallar f7($2 —y+1)de+ (5 —x+e¥)dy entre los puntos

y2+1
(0,0) y (1,1) de la curva v : z3y> =222 +y* —x+y =0
Y 0X
Puesto que i —1= e la integral no depende del camino elegido, por
L Y

lo que podemos cambiar la curva v por la recta y = = que une los puntos

dados. 1Por tanto:

3 2 1
I:/O(:EQ—x+1+x2+1—x+ez)dx: %—%+x+arctgm+e$0:
7r+ 1
f— e__
4 6

En la practica, para resolver una iréc}e/gralade linea es conveniente hallar
en primer lugar las derivadas parciales a2 30 Y puede suceder uno de los
z Y
casos siguientes:
aY 00X
1. Se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas i
T Y

a) Si el camino es cerrado, la integral de contorno es nula.

b) Si el camino es abierto, la integral de linea no depende del camino
sino tan s6lo de los puntos inicial y final. En este caso se puede
seguir un camino sencillo para ir del primer punto al segundo o
bien se halla la funcién potencial y se sustituyen los valores final

e inicial, restando ambos resultados.
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ay  0X
2. No se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas — # —:
ox dy
a) Sila linea es cerrada, se transforma la integral de contorno en una

integral doble segtin el teorema de Green.

b) Sila curva no es cerrada se cierra mediante una linea recta entre los
puntos inicial, se aplica el teorema de Green y se resta la integral

a lo largo de la recta.

c) Se expresa la curva en forma paramétrica y se sustituyen los va-

lores de las variables en f7 Fdr.

14.7. Ejercicios sobre integrales de linea
1. Hallar la circulacién del campo vectorial F = (zy?, 2%y + 3z) sobre la
elipse % + 9% =1 de dos formas distintas.
La circulacién del vector es fv Fdi = fv zy*dr + (2% + 3x)dy.

a) Directamente. El cambio de variables a coordenadas elipticas = =
2cost, y = sent transforma la integral de contorno en la integral defi-

nida
27
T = / [2costsen®t(—2sent) + (4cos®tsent + 6 cost) cos t]dt
0

2
= / (—4costsen®t + 4 cos® tsent + 6 cos® t)dt
0

n(2t)\ 12"
= [—sen4t—cos4t+3<t+sm2( )>] = 67
0

b)Aplicando el teorema de Green:

&=2ry+3 | oY 09X
or — “TY 8——8—23—>T://3dxdy
R
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Pero esta integral, [ [ pdxdy, es el drea del recinto limitado por la

elipse, A =mab=7-2-1 = 2x por lo que finalmente T" = 67.
. Hallar la circulacién del campo vectorial x*y — 3x + 2,xy?> + 22 — 1
sobre la curva interseccion de las pardbolas y = x2, y = 2 — 2.

Igualando ambas ecuaciones se obtienen los puntos de interseccion

(—=1,1), (1,1).

Comprobamos que no se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas

puesto que g; ) por lo que aplicamos la féormula de Green:
oy — 7

T = J([xy 3+ 2)dz + (v y* + 2z — 1)dy

_ //( zy? +2x—1) a(x2y5;w+2))dxdy

_ /1 /;_xg(y +2—x)dy] dz

1 3 2—z2
= / Z + 2y — ny} dx

1 _3 1‘2

1 /! 848
= = —22% + 12 20)dx =
3/_1( 2% + 122" — 302% + 20)dx = 105

z+1

. Hallar la integral de linea / rydr — dy a lo largo de la curva

AB
1
r=t—1,y= il entre los puntos A(0,%), B(1, £)
Los valores de t correspondientes a A y B son, respectivamente, ¢t = 1

y t = 2. Por otra parte, dov = dt y dy = . Si sustituimos estos

(t2+1
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valores en la integral dada resulta:

T = /Qt_ldt (t—1+1)(+1) 2t
- 2+l (t2 4+ 1)2

2 042 2
22+t —1 t—3
/1 2+ 1 /1(+t2+1>

2

1
= {21& + 3 In(t? +1) — 3arctgt]
1

1.5
= 2+—ln§ — 3(arctg2 — 2) =1,49

2
., y y
. Sea D =7R\{(0,0 ! X =22
ea la region \{(0,0)} y sean las funciones X (x,y) oL
Y(z,y) = #xyz definidas en D.

Calcular fv Xdz + Ydy siendo vy

a) Una curva cerrada regular plana que no contenga el origen en su

interior.
b) La circunferencia de centro el origen y radio 1.
¢) Una curva cerrada regular que contiene a la circunferencia ante-

rior.

Las funciones X e Y son continuas en 2\ {(0,0)} siendo sus derivadas
cruzadas

ay 2?2 — 9? oY

or (22 +4y2)?2 Oz

a) Aplicando el teorema de Green, I = 0.

b) Las funciones X (z,y) e Y (z, y) no son continuas en el origen que es
un punto interior al contorno, por lo que no se les puede aplicar el
teorema de Green. En consecuencia, sustituimos las ecuaciones de

la circunferencia en coordenadas paramétricas, x = cost, y = sent
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en la integral propuesta, resultando:

27
/ (sen®t + cos® t)dt = [t]3" = 27
0

c¢) El valor de la integral a lo largo de cualquier curva cerrada que
aisle al origen es el mismo por lo que también es I = 27. También
se puede comprobar, hallando la integral a lo largo del cuadrado

de lados unidad y centro el origen.
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Capitulo 15

INTEGRALES DE
SUPERFICIE

Asi como el concepto de integral de linea es una generalizacion del con-
cepto de integral de Riemann, la integral de superficie es una generalizacion
del concepto de integral doble estudiado con anterioridad. Es también una
generalizacién del concepto de integral de linea al campo R?.

El proceso a seguir es, por tanto, semejante al seguido en la integral
de linea pero en una dimensién méas. Sean X (z,vy,2), Y(z,y,2), Z(z,y,2)
funciones continuas en una superficie regular R la cual se divide en subdo-
minios de dreas AS;. Sea el vector F = Xi + Yi+Z k y formemos la suma
Z F(P)AS; = Z F(P)ii(P;)AS; siendo 7i(P,) el vector unitario en direc-
cién perpendicular al elemento de drea en el punto P, € AS;. El limite de
esta suma extendida a la superficie S cuando el max AS; — 0 se llama inte-

gral de superficie de la funcion vectorial F extendida a la superficie S y se

representa como / / F (ﬁ
s

Una interpretacion fisica de la integral de superficie es la siguiente: si F
representa el vector velocidad de un fluido que atraviesa la superficie S, en-

tonces la integral de superficie representa el volumen de fluido que atraviesa
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dicha superficie en la unidad de tiempo. Por esta razon, la integral de super-
ficie también recibe el nombre de flujo del vector F a través de la superficie
S.

El vector d_§ también puede indicarse en la forma 7d.S, siendo 7 un vector
unitario ortogonal a la superficie S.

Recordemos que el producto vectorial de dos vectores es otro vector orto-
gonal al plano formado por ambos y sentido el que va del primero al segundo
vector segun la regla del sacacorchos.

Ademas, el vector = es el coeficiente angular de la recta tangente a la curva

ox
o : 0 :
en la direccion del eje X, mientras que 8_f es el coeficiente angular de la recta
Y
tangente en la direccién del eje y.
Por lo tanto, si 7= (x,y, z(x,y)) es el el vector de posicién de un punto

cualquiera de la superficie S (de ecuacién cartesiana z = z(z,y)), entonces

or or . .
— X — es un vector ortogonal a la superficie S por lo que podemos escribir

or Oy

cﬁ (ﬁ X ?) dxdy. En consecuencia,
)

[l ()

siendo D la proyeccién sobre el plano XOY de la superficie tridimensional S.
Ademas, si S es la proyeccién de la superficie R sobre el plano XOY,
entonces dS = /1 + 27 + 22 dzdy. Como consecuencia, si z = f(r,y) es la

ecuacién de la superficie, entonces, si F'(z,y,2) = f(z,y) — 2z = 0, se verifica
que ﬁngmd(Fidxdy

Ejemplo 15.1 Hallar el flujo del campo vectorial F = (2z,y — 2,1 + 22?)
a través de la seccion del plano 2x + 3y — z = 6 comprendido entre los tres
planos coordenados.

FlujO://
D

or or
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Como la ecuacion del plano es z = 2z 4 3y — 6 entonces el vector genérico

de la superficie es 77 = (x,y, 2z + 3y — 6) por lo que

9 = (1,0,2 7 OF
gaj (1,0.2) %ﬁx&:(—l—?),l)%
Z_(013) [ 0 0y
Y
F- T = —dr —3y+3x+ 1+ 222
or 0Oy

El recinto de integracién D es el interior del tridngulo

y=(6-2x/3

Por lo tanto, el flujo solicitado es

6—2x

3 3
Flujo = / [/
0 0
6—2x

3 3 3
= / (22° — x4+ 1)y — =¢* dx
0 27 1o

3 4 2 3
4 4 9 41 = 3 T
/03(x—|—x—|—x )dx 3{4+$+2 40

(- +2202 +1— 3y)dy] dx

Ejemplo 15.2 Hallar el flujo del campo vectorial F = (xz,y2,2) a través

del casquete esférico 2> +y* + 22 =4, 2> 0
_ (O0r Or
Flujo = F-|—x—|dxd
e //D (3%‘X3y) "

195



El vector generador de la superficie es 7" = (z,y, /4 — 22 — y?) por lo que

or - or -
(1,0, —— ) w01, —
Ox VA — 12— y2 Oy [4 — 22 — 2
&xg:( ° ; Y 1) —
dr Oy VA —22—y? \J4—a?—y?
F. (a—F x 8_F> = e + vz +2
Jx 0Oy Vi—2 =2 \JA—ar—y?

= (z* +y° - +2=0"+y"+2

(=" + ) ey Y

Por lo tanto, Flujo = // (2 4y*+2)dxdy, siendo D el semicirculo 22 +12 =
4. Mediante el cambio a coordenadas elipticas x = 2pcost, y = 2psent, es

|J| = 4p, siendo 0 < p < 1,0 <t < 27y, en consecuencia,

2 1
Flujo = // (p? + 2)4pdpdt = 4/ dt/ (p* 4+ 2p)dp = 107
/ 0 0

15.1. Foérmula de Gauss-Ostrogradski

También llamada formula de Green en el espacio o teorema de la diver-
gencia, permite transformar una integral de superficie sobre una superficie
cerrada en una integral triple sobre el sélido que encierra.

Sea un cuerpo V' limitado por una superficie cerrada S cuya proyeccién
sobre el plano XOY es el dominio regular D,. Puesto que S es regular, se
puede dividir en dos superficies, una superior y otra inferior de ecuaciones
2y = fo(x,y) y 21 = fi(x,y), respectivamente. Sea el vector 7 = (ny, ny,n,)

el vector unitario normal a la superficie S y F = (X,Y,Z), siendo X, Y, Z
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funciones continuas en V. Entonces:

///ﬁZx% d@m—// Uﬁ%%ﬁm@

— //[ﬂ@%ﬁ@w»—ﬂ%%ﬁmwﬂmw

:‘[AZm%Mammw+/[?@%Mmew

donde la segunda integral ha cambiado de signo debido a la direccién del
vector n ortogonal a la superficie S.

Pero la suma del segundo miembro de esta ecuacién no es mas que la
integral extendlda a toda la superficie S por lo que

/g dxdydz = // Zn,dsS.
Formulas paremdas se obtsienen para las proyecciones sobre los planos YOZ
y XOZ y sumando las tres ecuaciones se obtiene la férmula de Gauss-

Ostrogradski o teorema de la divergencia:

//ﬁmsz///mwwmwz (15.1)
S \4

Esta féormula indica que el flujo de un vector a través de una superficie cerrada
S coincide con la integral de la divergencia de dicho vector sobre el cuerpo
que limita la superficie S. Esta férmula también puede expresarse en la forma

mas practica:

//Xdydz—i—dedz—i—dedy—/// <8X (9_Y+o;;_f) dxdydz (15.2)

Ejemplo 15.3 Hallar el flujo del vector F = (z,2y,32) a través del elipsoide
T+t =1

Puesto que la superficie es cerrada se puede aplicar el teorema de la

divergencia:

Flugo-/// (8X 6Y ?)Z> dxdydz-6///dxdydz
z
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Pero esta integral triple representa el volumen del elipsoide de semiejes a, b

y ¢ por lo que Flujo = 6§7Tabc = 8mabc

Ejemplo 15.4 Hallar el flujo del vector F = (xz, 2y, —3yz) a través de la

superficie limitada por el cilindro x*> +y* = 4 y los planos z =0 y z = 3.
El flujo de la funcién vectorial viene dado por la férmula de Gauss

Flujo = / / FiidS = / / / divFdv
S \%

8X+0Y+6?Z +2z -3 1
— t+—+—=2z+2x— or lo que
or Oy 0z yp d

273
Flujo = ///(2x—3y+z)dwdydz:// {2:62—33;2—1—2—} dxdy
|4 S 2 0
9
= // (6x—9y+—)dmdy
g 2

La ecuacién del cilindro nos sugiere el cambio a coordenadas polares:

La divergencia es divF =

x = pcost, y = psent por lo que el jacobiano es J = p y la integral se

transforma en

2 2m
9
Flujo = / [/ <6pcost —9psent + 5) dt} pdp
o LJo

21

2
9
:/ 6psent 4+ 9pcost + =t| pdp
0 2 ]o
2

2 0
= / 9mpdp = [97?—} =187
0 2 o

Ejemplo 15.5 Hallar el flujo del vector F = (222 + y, 2%y — 22, 2zy + y22)

a través de la superficie de la semiesfera x% +y? + 22 =4, 2 > 0.

Dado que la superficie no es cerrada no se puede aplicar el teorema de la
divergencia. Pero se puede cerrar la superficie mediante el plano z = 0 te-

niendo en cuenta que posteriormente hay que restar el flujo a través de este
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plano. Por lo tanto:

Flujo = / / FiidS = / / / divFdzdydz = / / / (22 + 2® + y*)dadydz
S |4 \%4

Cambio a coordenadas esféricas x = pcosa cos 3, y = psen a cos 3,
z = psen 3 por lo que el jacobiano es J = p? cos 8 y la integral se transforma

en

2 2w g 1 us
Flujo = / / / p?p? cos Bdpdad = R [pﬂ?) [sen B]¢ [a]2™ = —
o Jo Jo

Un vector ortonormal al plano z = 0 en direccién hacia el semieje Z < 0 es
el (0,0,—1) por lo que Fit= —2zy —y?2 = —2xy. En consecuencia, el flujo
a través de este plano es (—2zy)dzdy. El cambio a coordenadas polares

s
transforma esta integral en

2 2w
Flujo = // —2pcostpsentpdpdt——/ dep/ sen(2t)dt
0 0
2m

D
[0 [eos(26)77T 0
= 7], 5 =
64 64
Finalmente, el flujo pedido es Flujo = ?ﬂ - 0= =7

Ejemplo 15.6 Hallar el flujo de F = (22 —x,—ay + 2,32 + ) a través de
la superficie limitada por el paraboloide z = 4 — y* y los planos x = 3, YOZ,
XOY.

Como la superficie es cerrada se puede aplicar el teorema de la divergencia:

3 p2 pd—y?
Flujo = / / / (—1 — 2+ 3)dzdydx
o J-2Jo
3 2 2213 y3 2
= / (2 — x)d;z:/ (4 —yH)dy = [Qx - —] [4y - —}
0 2 2 1o 31,

9 . 8
= (6-5)8-5)2=16
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En caso de que la integral de contorno estudiada en la primera seccién
haya que calcularla sobre una curva alabeada cerrada, el teorema de Green
no es aplicable y se debe hacer uso del teorema de Stokes, el cual hace uso

de la integral de superficie.

15.2. Teorema de Stokes

Sea S una superficie alabeada regular, de contorno cerrado 7 y de ecuacion
z = z(z,y). Sean las funciones continuas X (z,y, z), Y (z,v,2), Z(z,y, z) con

derivadas parciales continuas en S y consideremos la integral de contorno

f{de +Ydy+ Zd-z.

.
Si la curva v se proyecta sobre el plano XOY segtiin una curva cerra-

da regular C' (sin puntos multiples) que encierra un recinto D, entonces
%X(x, y,z)dx = j{ X(x,y, z(x,y))dz por lo que se le puede aplicar el teo-
o' C

rema de Green en el plano:

j({X(w,y,z(a:,y))d:U - // OX(x y’ @YD) gy
-/ PX )y X S

VA
- // 2 n.dS — //aX aznzdS
y

puesto que dS = (dydz,dxdz, dzdy).

z
Por otra parte, teniendo en cuenta que —nz = —n,, se tiene que

%Xxy, Ydr = — //a n,dS + //3 nydS.

Repltlendo el proceso se obtendrla de forma paremda que

]{ (x,y,2)dxr = — // nde—l—// —n,dS'y
F o= [ [ Lo | [ s
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Sumando estas tres igualdades se obtiene la Formula de Stokes:

%Xda: +Ydy+ Zdz =
// 8Z 8Y n 0X 07 n oY 0X S
e 0z Ox "y or 0Oy s
Esta formula establece una conexion entre una integral de contorno sobre
una curva alabeada 7 y la integral de superficie correspondiente.

Supongamos que X, Y, Z son las componentes de un vector F'. Entonces

la férmula de Stokes puede expresarse en forma reducida como

j[ﬁ-dfz//ratﬁ-ﬁ-ds
¥ S

Fisicamente, la férmula de Stokes indica que la circulaciéon de un vector a
lo largo de una linea cerrada ~ coincide con el flujo del rotacional de dicho
vector a través de la superficie que limita dicha curva.

El teorema de Green puede considerarse como un caso particular del
teorema de Stokes en el cual z es constante. Por esta razon, el teorema de
Stokes también se conoce con el nombre de teorema de Green en el espacio.
Evidentemente, para que la integral de contorno no dependa del camino de
integracion es necesario y suficiente que rotF = 6, o lo que es lo mismo, que
se verifique la igualdad de todas las derivadas cruzadas.

Por ultimo, si S;, S, y 5. son las proyecciones del recinto alabeado S
sobre los respectivos planos coordenados YOZ, XOZ y XOY, entonces la

férmula de Stokes puede escribirse como

%de%—Ydy—i—Zdz—

// 8—Z—8—Y dydz—l—// 8_X_8_Z d:vdz+// 8_Y_6_X dxdy
0z s, \0z Oz s. \Oz Oy

En consecuencia, condicién necesaria y suficiente para que la integral de

contorno 997 FdF sea nula es que rotF = 0.
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Ejemplo 15.7 Hallar la circulacion del vector F = (x — y,yz + 3,122 — 2)
a lo largo del contorno de la superficie del cono z = 4 — \/x? + y? limitado

por el plano z =0

Para aplicar el teorema de Stokes, seguiremos los pasos indicados anterior-

mente.

1. Rotacional de F:
i J
e R 9 9
rotl = 5 o
r—y Yyz+3 xz

= (_y> _227 1)

Y Plo wy

2. Vector unitario ortogonal a S
La ecuacién de la superficie S es 22 + y? — (4 — 2)? = 0 por lo que su
e
gradiente es grad S = (2x,2y,2(4 — z)) y el vector unitario ortogonal
grad S 1
= (x,y,4 — 2).
lgrad S| Vi +y?+ (4 —2)?

3. Elemento de superficie: dS = (/1 + 22 + 27 drdy = V2dxdy

Por lo tanto, la circulacién es

Cc = //rotFndS // oy —ye +4_Z V2dzdy
Val+y?+(d—2)?
_ // —ay — y(4 = /2? + ¢?)? +¢mm "

2(2? + y?)

—

aSesn=

siendo S, el circulo 22 + y?> = 16. Cambio a coordenadas polares siendo
0<p<4y0<0 <271 por lo que

oo //27T pzsenﬁcose—pcosé’(él—p)Q—|—pdpd0
V2p
2w

= / { pQSene—p(él—p)gsenQ—l—p@ dp
0 2 0

4
= 27r/ pdp = 167
0

202



Ejemplo 15.8 Hallar la circulacion del vector F = (2y,3x,1—22) a lo largo

de la circunferencia 2> +y* +22=9, 2 =0
Resolveremos este problema de dos formas diferentes.

1. Directamente. La frontera de la proyeccién de la semiesfera sobre el
plano z = 0 es la circunferencia 22 + y? = 9 lo que sugiere el cambio
a coordenadas polares: x = 3cost, y = 3sent, donde 0 < ¢t < 27. en

consecuencia, la circulacion es:
C = fﬁd'r?: %Zyd:c + 3zdy + (1 — 2°)d=
¥ ¥
2
= / (2-3sent(—3sent) + 3 - 3cost(3cost))dt

2
/ —18sen?t + 27 cos® t)dt
0

2w

2 1
it Leen(ar)| = or

9t—— (2t
[ sen( ))+2 5 )

2. Mediante el teorema de Stokes.

a) Rotacional de F :

=
.

k
—_— =
rotk'=| 2 8% 2 1=(0,0,1)

2u 3z 1— 22

b) Vector unitario ortogonal a S:
1

a2+ y?+ 22

(z,y,2)

—
grad S = (2x,2y,2z) — 7 =

c¢) Elemento de superficie:
dS = /14 22 + 22dxdy.
Teniendo en cuenta que z = /9 — (22 + y?) resulta que

dsS = 5 dxdy
9— (22 +y?)
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Por lo tanto, la circulacion es:

z 3
Cc = / dxd
D. \/x2+y2~|—22\/9— I2+y2) Y
/ V9 — (22 +¢?) 3 dudy
. V22 +y2+9— (22432 /9 — (22 + ¢?)

= // dxdy = 97

pues la tltima integral representa el drea del circulo 22 + 3% = 9.

Ejemplo 15.9 Hallar el trabajo efectuado por el campo vectorial
F = (y23, 22332, 3xyz*—3y+2) sobre la curva interseccion de las superficies

z = e$2_y2, z = x? + 32, entre los puntos A(1,1,1) y B(1,—1,2).

En primer lugar debemos averiguar si el campo es conservativo, para lo

cual el rotacional del mismo ha de ser nulo:

i j k
R _ | 0 g _
rot F'=| 2 5 = =(0,0,0)

yz3 wz® — 3z 3xyz? — 3y +2

El campo es conservativo, y, en consecuencia, la integral no depende del
camino. Una forma de resolverla consiste en hallar su funcién potencial:
Ulz,y,z) = /yz?’dx + (=32)dy + 2dz = xyz* — 3yz + 2z por lo que
T=U(1,-1,2)-U(1,1,1)=4—-0=4
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15.3. Ejercicios resueltos

1. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F = (22 + 2y, —x + y?) entre

los puntos (1,—-2) y (3,4) sobre la recta que los une.
r—1 y+2

2 6
Sustituyendo esta funcién en la integral indicada se encuentra

La ecuacién de esta recta es —y =3r — 5.

3
T / (2 +2(32 — 5))dz — (x — (32 — 5))3dx
1
3 74
= / (2827 — 87z + 65)dx = 3
1

3x2 — 11
4

2. Resolver el problema anterior si el camino es la pardbola y =

Sustituyendo en la integral propuesta resulta

3 2 2 2
3z* — 11 (3z* — 11)* 6x 65
T = Pt )de — (1 — ——— ) —dz = —
/l(x R— )dx (x T ) 4d:1: 3

3. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (vy — z,yz — x,x2 — )

sobre la recta que une los puntos (—1,1,0) y (1,2,3)

Un vector de direccién de la recta es el @ = (2,1,3) y un punto es el
-1 -2
(1,2,3) por lo que la ecuacién continua de la recta es T 5 = 4 T =
-3
: —x =2y—3, z=3y— 3. Por lo tanto, el trabajo efectuado por

el campo vectorial es

T - / (20— 3)y— By —3)2 + y(3y —3) — 2y — 3)

19

+ (2y—3)(By —3) —y)3]dy = /1 (25y% — 65y + 36)dy = .

4. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (y*—4xyz, 20y—2a%2, —222y)

entre los puntos (—1,1,—2) y (1,—1,2) de la curva interseccion de la

superficie z = "V (x — y) + z 132/ con el plano 3x +y —2=0
x
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En este caso, el trabajo es la integral de linea

T = /ﬁd?z /(y2—4xyz)dx—|—(2xy—2x2,z)dy—2x2ydz = //7“—0%}7”7’56[5.
v S
Hallemos el rotacional del campo vectorial:

1 J k
A 0 9 90 -0
rotF = 5 55 5 =0

y? —dayz 2xy — 22%z —22%y
Puesto que el rotacional es nulo, la integral de linea no depende del
camino sino tan solo de los puntos inicial y final. Una forma de resolver
el problema consiste en hallar la funcién potencial:
U= /(y2 — dxyz)dr + /Ody + /Odz = zy? — 22%y~ v, finalmente,
T=U1,-1,2)-U(-1,1-1)=5-3=2
. Hallar el trabajo del vector F = (1 —yz,2y — xz, —xy) sobre la curva

interseccion del paraboloide z = 5x? + 2wy — 3y con el plano z = x +y

entre los puntos (—1,1,0) y (1,2, 3)

Comprobemos si se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas:

ox 9y
oy ox
oy 9z
92 T oy
0z 09X
or VT oz

Dado que se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas, la integral

no depende del camino sino tan sélo de los puntos inicial y final. Una

forma de resolver la integral es hallando la funcién potencial:

U= [ (1—-yz)dz +/2ydy =2 — 2yz +y° por lo que

Trabajo = U(1,2,3) - U(-1,1,0) = (1—-6+4) —(-1+0+1) = -1
dx — dy

c Tty
vértices (1, 0), (3, 0), (2, 1) recorrido en sentido positivo.

. Hallar la integral de contorno siendo C' el triangulo de
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Calculamos las derivadas cruzadas:

o 0(55)
or  dr  (z+y)?
ox a(ﬁ%)___ 1
dy 9y (r+y)

Las derivadas cruzadas no son iguales por lo que la integral si depende
del camino de integracion. Al ser una linea cerrada, se puede aplicar
el teorema de Green, pero por estar formado por segmentos de recta,
es mas sencillo resolverla directamente. Las ecuaciones de los lados del

tridngulo son:

y=0 y=3—=x y=z—1
1<z<3 r: 3—2 r: 2—1

Sustituyendo en la integral de contorno, ésta se transforma en suma de

5 d ?2d o 2
tres integrales definidas: [ = / _x+/ x+/ der =In3——
1 3 3 9 2x—1 3

. Hallar la circulacion del vector F = (2y — 1, —zz,2 + yz?) sobre la

curva interseccion del paraboloide 2z = x* + y* con el plano z = 2.

Al proyectar la superficie S sobre el plano z = 2 se obtiene un circulo.
La ecuacién cartesiana de su circunferencia 7 es 22 +y? = 4, siendo sus
ecuaciones paramétricas x = 2cost, y = 2sent, z = 2. Por lo tanto, la

circulacién es:
C = %ﬁd?z %(Qy — 1)dx — zzdy + (v + y2°)d=
’Y27r v
= / (4sent — 1)(—2sent) —2cost-2-2cost + 0)dt
0

2m 21

= / (—SSen2t+28ent—8cos2t)dt:/ (—8 + 2sent)dt
0 0

= —16m
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8. Hallar la circulacién del vector F = (x — 2,2° + yz, —=3xy?) a lo largo
de la curva interseccion del cono z =2 — /x> + y? y el plano XOY .

La circulacién es la integral de contorno

Fdi = j{(x —2)dz+ (2* +y2z)dy — 3vy*dz, siendo 7 la circunferencia
vy
2% 4 y? = 4 de ecuaciones paramétricas x = 2cost, y = 2sent, z = 0.

Sustituyendo en la integral indicada, la circulacién es

2
C = / (2cost(—2sent) + 8cos® t(2cost))dt
0

21 2
™ 1 2t
= [—QSeDQtE —|—16/ (Ls()) dt
0 2
2w

n 1 4t
- 4/ (1 +2cos(2t) + LS()) dt =4 Ft} — 127
0 2 2 0

9. Hallar la circulacion del vector F =

(e”” sen(my)

— 2y +1,e" cos(my) + 29:)

2 2
a lo largo de la elipse T—G + yz =1 entre los puntos (4,0) y (0,2).

Hallemos las derivadas cruzadas:

)%

_— —= xr 2
5 e” cos(my) +
—%y = €®cos(my) — 2

Como no se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas, aplicaremos
el teorema de Green. Para poder aplicarlo, la curva ha de ser cerrada
por lo que la cerramos mediante los segmentos (y =0, 0 <z < 4)y
(x =0, 0 <y <2). Por tanto

Y 00X
I:// — — —)dzd :4//dxd =4A
D(ax 8y> y | dady

siendo A la cuarta parte del area encerrada por la elipse. Luego,

I = 44_17T -4 -2 = 8m. Hay que restar la circulacion a lo largo de los
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0 4
segmentos anadidos con anterioridad: ¥ = / cos(my)dy + / dr = 4.
0

2
Por lo tanto, la circulacion pedida es [ = 87 — 4

. Hallar el flujo del vector F= (vy? — 2, 2%y +1, % +?) hacia el exterior
de la semiesfera z = ++/4 — (22 + y?)

Para poder aplicar el teorema de la divergencia es necesario que la su-
perficie sea cerrada. Para ello, cerramos la semiesfera mediante el plano

z = 0y, entonces,

Flujo = / / FridS = / / / divFdV = / / / (2422422 dadydz.
Cambio a coégrdenadas esférica;/: T = pcosacosf, ‘f”c = psenacosf,

x = psen 3 con lo que J = p?cos 3, y la semiesfera se transforma en el
ortoedro 0 < p <2, 0<a <27, 0< < 7.

En consecuencia

2 T z 2
Flujo = /// p cos Bdpdadf :/ p4d,0/ da/2 cos Bdp = %ﬂ'
' 0 0 0

A esta integral hay que restarle el flujo a través del circulo base, de
ecuacion x? + y? = 4, z = 0: el vector de direccién del flujo es hacia

abajo por lo que 77 = —k.

Por tanto: [’ = // (—% —x ) dxdy = // z?dxdy. Cambio a

coordenadas polares:

F' = / 3dp/ —0?" cos? 0do

— _42/0 (1 + cos(20))df = —4n

En consecuencia, el flujo soliticado es Flujo = 21 — (—47) = Zx
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15.4. EJERCICIOS PROPUESTOS

15.4.1. Integrale dobles

1. Coordenadas hiperbdlicas:

a) 1) Hallar el cambio de coordenadas apropiado para transformar

2 2
el hiperboloide de una hoja — + Y _Z_ _1 en un ortoedro.

a> b 2
2) Hallar los limites de las nuevas variables.

3) Hallar el jacobiano de la transformacién.

b) Repetir el ejercicio anterior para el hiperboloide de dos hojas

2. Hallar las siguientes integrales dobles en los recintos que se indican:
a) // y?drdy siendo D = {(x,y) :y > o, y <2 —x, v > 0}
D

b) //xydxdysiendoD:{(x,y):§+%§1, z,y,a,b> 0}
D

dxdy .
c siendo D = {(z,y) : y?> <4z, 2 <1
) [ () )

d) // (42 + 3y?*)dxdy si D es el recinto limitado por la pardbola
D
y = 42% y larecta y = 4z + 3

e) / / xe_%da:dy siendo R la regién del plano XOY limitada por
R
las rectas y = 1, y = 2 y la pardbola y = 2? para x > 0
f) / / (4 — 2* — y*)dxdy siendo R el recinto comprendido entre las
R

rectasz =0, v =1, y =0, y:%

9) / / (1 + x + y)dzdy siendo R el recinto limitado por las rectas
R
y = —x, y =2y la pardbola y = 22
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h) / e¥/*dxdy si R es el recinto limitado por las rectas y = ,
y="0

, x=1
3. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies que se indican:

a) el paraboloide 22 + y? + z = 1 y el plano z = 0
b) el paraboloide %2 + % — 2z =0y el plano z = ¢ siendo a,b,c > 0

¢) entre z =0y z =12+ y — 22 extendido al recinto limitado por
las pardbolas y = 22, x = y?
d) el paraboloide 2% + 2y* + z = 4 y el plano XOY

xT

e) la superficie z = e~ * y los planos XOY, y==x, =1, y=0

f) losplanos z =0, y=0, 2=0, z+y+z=1

4. Hallar el 4rea comprendida entre la pardbola y = 2—a? y larectay = x

15.4.2. Campos escalares y vectoriales

1. Hallar el gradiente del campo escalar f(z,y,2) = 2%y — 2 + e* en el
punto (0,1, —1)

= 1 2z 2z 2y y* 1
2. Sea F' = (?_57_?_?’?4_?)

a) Hallar su dominio D
b) Comprobar que F es conservativo en D

c¢) Hallar su funcién potencial

3. Hallar el rotacional del campo vectorial F = (zy22, 2z +y% — 2, 12 4y2?)

en el punto (1,-2,1)

4. Sea el campo vectorial F= (seny—+z cosx,sen z+x cos y, sen x+1y cos z)
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a) Comprobar que F es irrotacional

b) Hallar su funcién potencial

5. Hallar la divergencia del campo vectorial

F = (ay22% — e®, 2222 — e7¥, 2222 — ¢*) en el punto (1, —1,1)

6. Comprobar que el campo vectorial

F = (x(seny + cos z), y(sen x — cos z), —z(sen x + seny)) es solenoidal.

7. Comprobar que el campo vectorial

3

F = (3zy222 — 2%y, 3a2y22 — 322, 3x%y%2 — 222° es solenoidal.

15.4.3. Integrales de linea y de superficie

1.

Hallar el trabajo efectuado por el campo vectorial F= (22 — 92, 2zy)
entre los puntos A(-1, 1) y B(1, 1) de la curva y = 2 de dos formas:

directamente y aplicando la férmula de Green.

Hallar el trabajo efectuado por el campo vectorial

= 1 -1
F = < v 2y v 2x> entre los puntos B(m, 1) y A(0,1) de

2+1 21
la curva y = sen’z + 1

. Hallar el trabajo del vector F = (22y, —z + ) a lo largo de la linea

recta que une los puntos (1, —2) y (3,4)

Repetir el ejercicio anterior sobre la pardbola 322 — 4y = 11 entre los

mismos puntos

Hallar el trabajo del campo vectorial F= (2zy? + 3y, 22%y — 2zy) a lo

largo de la curva C| siendo C'

a) la pardbola z = 2t — 1, y = t* + 2 entre los puntos (—1,2) y (1, 3)

b) la cibica y = x® — z* + 2 entre los puntos (0,2) y (2,6)
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10.

11.

22 P
c) la elipse 9 + = =1, sobre toda la elipse

5
Hallar el trabajo de F = (22— 3yz, 22, 22+ 3y) desde el punto (0,0, —2)

al (1,2,1) siguiendo la curva de ecuaciones x = t, y = 2t?, 2 = 3t — 2

Hallar la circulacién del campo vectorial F= (y—6z seny, r—3x? cos y+
e¥) sobre el rectangulo de vértices (0,0), (3,0), (2,3), (1,1) recorrido

en sentido positivo.

. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (3z%y — 3, 23 + 3y?) entre

2zy
x? 4 y?

los puntos (-2,0) y (0,1) de la curva z%y* — —(z4+2)(y—1)=0

Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (2zy, 22 —4dyz, —2y2 4 22)

entre los puntos (-1,-3,-1) y (2,-1,-4) de la curva z = t* + 1,
t*+3
2t —3

y=2t—-3, z =

Hallar el flujo del campo vectorial F = (z2, 52, 22) a través de la super-

ficie esférica 22 + 92 + 22 =1

Hallar el trabajo efectuado por el campo vectorial F= ( , 5
Yy—= Yy =z

entre los puntos A(0,1,-1) y B(1,2,1).

r+1 1 1)
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RESPUESTAS:

15.4.4.

1.

=~
s

a)

o S s

IS

8y

~
a— N N N N N~

> Q@

Q ISH o > IS

~— ~— N~ ~—  ~—

—

Integrales dobles

1) o = apcoshucosv, y=bpcoshusenv, z = cpsenhu
2) 0<p<1l, —co<u<o0, 0<v <21
3) J = —abcp® coshu
1) x = apcoshucoshv, y =bpcoshusenhv, z = ¢psenhu
2) 0<p<1l, —co<u<o00, —0<v< 0
3) J = —abcp® coshu
_7
I'=5
_ a??
=%
I =4
_ 2173
I'==7
=30
I=35/8
_44v2 | 5
=75 +3
e—1
I:T
V=73
V =2rc®Vab
_ 267
V=5
V =4rv/2
—1
V=552
_ 1
V=5
9
2
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15.4.5. Campos escalares y vectoriales

1. grad(f) = (1,0, —2¢)

N

a) D=TR3\{(x,y,2) : 2 =0Vy=0Vz=0}: el espacio R? excepto

los puntos de los planos coordenados.

b) rot(F) =0

2
T z oy
——+=-72 40
0 flays) =5+ 5T+

3. rotF = (2,2, —6)

4. a) rotF =0

b) f(x,y,z) =ysenz+ zsenx + xseny + C

5. divE =3 —e
6. divF =0
7. divE =0

15.4.6. Integrales de linea y de superficie
L. T=%2

2. T=4m — $In(7? + 1) — arctgm = 10,11

3. T=1%

4. 7T=5

5 a) [=2%2
by 1 = 300
c) I =—18~m
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10.

11.

Flujo = 47

T=2ln2-3
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EXAMENES RESUELTOS DE
LA SEGUNDA PARTE

Enunciados 1

24+ 9x — 2
3 —3x2+z+5’

1. Hallar el drea encerrada por la curva f(x) = el eje

de abscisas y las rectas c =1y = = 3

2. Hallar el area de la superficie generada al girar la curva y = vV2z + 1

alrededor del eje de abscisas entre z =0y z =1

3. Hallar el volumen del cuerpo generado al girar alrededor del eje OX,
2

x
la regién limitada por las curvas y = a2, y = 5 Y= 2z

4. Hallar el gradiente y el rotacional del gradiente de la funciéon U (z,y, z) =

x%seny + y2cosx — 2xyz? en el punto (3. 5.2)

5. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide 224-2y?+2 = 4
y el plano XOY

6. Demostrar que F = (4223, 22y 2* + 1, 324222 4 22) es una fuerza con-

servativa y hallar su funcién potencial

7. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F= (e®y? —2xy+1,2e"y — 2?)

sobre la curva f(x) = =% — cos(mx) — x entre los puntos (0,0) y (1,1)
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Respuestas 1

224+ 9z — 2

i
3 —3x2+2+5 & ae

1. Hallar el drea encerrada por la curva f(zx) =

de abscisas y las rectas x =1 yx =3
2 491 — 2

23 =324+ +5
0,21 y —9,21 que son exteriores al intervalo [1, 3] por lo que

corta al eje de abscisas en los puntos

La curva y =

3 2

. ¢+ 9 — 2 . .

Area = / dx. La funcién a integrar se descompone
1, w3 =322 +x+5

en suma de fracciones simples en la siguiente forma:

2 =324+ r+5=0—22x=—-1A22—42+5=0
24+ 9x — 2 Ax + B C

x3—3x2+x+5:x2—4x+5+x+1
(Az + B)(x+ 1) + C(2* — 4z +5)
23 =322 +x+5
— (Az +B)(x + 1)+ C(2* — 4w +5) =2 + 92 — 2
r=—-1 —10C =-10—-C= -1
r=0 —B+5C=-2—-B=3

r=1 —2A+B)+20=8—A=2

Por lo tanto:

) 3 2r + 3 1
Area = — d
rea /1 <x2—4x—|—5 x—i—l) v
/3 2r — 4 N 7 1 y
= — x
1 \x?2—4dx+5 22—4xr+5 z+1

B /3 20 -4 7 RN
i \e2—dx+5  (z-22+1 x+1

= [In(z® — 4z + 5) + Tarctan(z — 2) — In(z + 1)]?

= T(arctanl — arctan(—1)) — (In4 —In2) = %T —1In2

2. Hallar el darea de la superficie generada la girar la curva y = V2x + 1

alrededor del eje de abscisas entre x =0 yx =1
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1
+1

dx

1 1
Area :27T/ y\/1+y’2dx:27r/ V2zr+1 1+2
0 0
1 1
= 27r/ \/2x+2d.ic:27r\/§/ (z +1)"2dx
0

— o2 {(I +/12)3/2L 477[(2\/5 ~ 1) =10,83

3. Hallar el volumen del cuerpo generado al girar alrededor del eje OX,

2
€
—_— :2
2;9 z

Hallamos la interseccién de las dos pardbolas y la recta: 2 = 22 —
2

x
x:(),x:2y?:2x—>x:0,x:4.Teniendoencuentaque

la region limitada por las curvas y = a2, y =

el volumen de una superficie de revolucién viene dado por la féormula

b
V= 7r/ y*dx, en este caso es
a

2 22\ 2 4 22\ 2
vV = 7r/ ((wz)z—( ))dx+7r/ <(233)2—(—)>dx
2 ) 2
4 7
= / —daz+7r/ (4:1:2—2) dx
n 4x3 21 4487T
= 7T —_—— — [
20 0 3 20], 5
. Hallar el gradiente y el rotacional del gradiente de la funcion U(x,y, z) =
z?seny + y? cosx — 2xyz* en el punto (§,7,2)
El gradiente de una funciéon U = U(x,y, z) es el vector
oo _ (% oU o
Jx’ Oy 0z

= (2wseny —y*senz — 2y, 2% cosy + 2y cosx — 2xz%, —4ryz)

TV2 w2 7T2\/§ TV2
VU)p = [ZMY2_T V2 o T VN2 TV2 op 22
(VU)r (22 62 “T162 T2 W’”)
™2 w2 722 w2
- (M2 _9 TV op _p?
(4 39 ey Ty i W)



Y, por otra parte, el rotacional del gradiente de una funcién siempre es
— —
cero: rot(gradU) = 0

. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide 2> +2y*+z = 4
y el plano XOY

La ecuacién del plano XOY es z = 0 y su interseccién con el parabo-

loide es la elipse de ecuacién z? + 2y* = 4 — %2 + % = 1. El volumen

es V = //de:vdy = //1%(4 — (2% + 2y%))dxdy.

Hacemos el cambio a coordenadas elipticas © = 2pcost, y = V/2psent
por lo que el jacobiano de la transformacién es J = a - b- p = 2v/2p,

siendo los limites de integraciéon 0 < p < 1,0 <t <27

Por lo tanto,

V= /01(4 - 4p2)2\/§pdp/027r dt = 82 [%2 — p—j 1 (2" = 47v/2

410

. Demostrar que F= (223, 20y 23 + 1,32 y?2% + 22) es una fuerza con-

servativa y hallar su funcion potencial

Una fuerza F' es conservativa si su rotacional es nulo: V x F' = 0.

) i k

d ) ) _Q
En este caso es 5 o o =0

2

Y223 2wy2d 3xytR?+ 22
Por lo tanto, existe una funcién potencial conservativa

U(x,y,z):/y2z3dx+/1dy+/2zdz:xy223+y+22

. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (e®y? —2zy +1, 2%y — x?)

sobre la curva f(x) = e~ —cos(mx) —x entre los puntos (0,0) y (1,1)

Estudiemos las derivadas cruzadas:

Q = 2ey — 2 — ?9—?:263334—233 %@:8_P
P=c¢"y* —2zy+1 — %—1;:26333/—233 dr Oy

220



Por lo tanto, la integral no depende del camino de integracion sino tan
sélo de los puntos inicial y final. En consecuencia, hallaremos la funcién

potencial

1
x x (111)
U:/O (e"y® = 2zy + 1)da = [e yQ—ny—ir:c}(Qo) =ec
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Enunciados 2

1. Hallar los puntos criticos de la superficie de ecuacién
flz,y) = 42® — 122* + 3y* — 6y + 2

2. Hallar el drea encerrada por la curva f(x) = sen®x y el eje de abscisas

entre los puntos x =0, x =7

3. Hallar el volumen de la superficie generada por la curva f(z) = sen®x

al girar alrededor del eje X entre z =0y z=m

4. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie z = (z%+3y*)e "%

en el punto de coordenadas x = 2, y = —1

5. Hallar / / (42 +1?)dzdy extendida sobre el recinto D: 36224-9y* = 36
D

6. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (2zy — y%, 2% — 2zy + )
2?2 —4x +3

2z — 3

20y 222 1
2T T )
Y z Y z
=1

entre los puntos (1, 0) y (2, -1) de la curva y =

7. Hallar la circulacién del campo vectorial F =

a lo largo de la circunferencia (z + 2)% + (y — 2)?
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Respuestas 2

1. Hallar los puntos criticos de la curva de ecuacion
flz,y) = 42® — 122* + 3y* — 6y + 2

Hallemos las derivadas parciales de primer y segundo orden:

%:12x2—24x—>x:0vgc:2
—=06y—6—>y=1
L Dy Y Y

2

ﬁ:240%—24

3;2

7

0y?

O*f B
\83/890_

Se obtienen los puntos A(0, 1) y B(2, 1).
24x —24 0

0 6
El valor del hessiano en A es H(0,1) = —144 < 0 por lo que A(0, 1)

es un punto de silla mientras que H(2,1) = 144 > 0 y como f,,(B) =

La expresion del hessiano es H = = 144(z — 1).

6 > 0, el punto B(2, 1) es un minimo relativo de la funcién.

2. Hallar el drea encerrada por la curva f(x) = sen®x y el eje de abscisas

entre los puntos x =0, xt =1

b ™ ™
A = / f($)dx:/ sengxda::/ sen” r sen vdx
a 0 0

= / (1 — cos® x) sen xdx
0
Cambio: cosz =t — —senxdx = dt

A = /1_1(1—t2)(—dt): {t—glzg
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3. Hallar el volumen de la superficie generada por la curva f(z) = sen®x

al girar alrededor del eje X entre x =0 yx =7

b T T /1 — ) 2
V = 7T/ fQ(x)da::W/ sen4xdx:7r/ (%s(a:)) dx
a 0 0

% / (1 — 2cos(2x) + cos®(2z))dx
0
T 1 4
/ (1 —2cos(2x) + L ¥ costar) C;S( ?) )dx
0
sen(4x) _ §7r2
8 o 8

SN

[gx —sen(2x) +

4. Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = (2*4-3y*)e "%

en el punto de coordenadas v =2, y = —1

La ecuacion del plano tangente es

Z— 20 = (%)P(af—Q?o)—F (g—;)P(y—yo)-

Para x =2, y = —1 es z = 7 por lo que el punto de la superficie es el
P(2,-1,7).

0z
ox
0z
dy

0
= 22e " — (22 + 3y7)e T = (—Z>

ox =3

P_
=—-20

P

= 6ye “ —2(2* +3yPe W = (g—;)

Por lo tanto, la ecuacién del plano tangente es
z2—T==-3(x—2)—20(y+1), es decir 3z +20y + 2z +7=0

5. Hallar // (42®+y?)dzdy extendida sobre el recinto D: 3622 +9y* = 36
D

El recinto de integracién es D: a2 + y; = 1 lo que sugiere el cambio a
coordenadas elipticas: x = pcost,

y = 2psent por lo que el valor del jacobiano es J = 2p siendo los nuevos

224



limites de integraciéon 0 < p < 1, 0 <t < 27 y ademas 422 + y? = 4p%

Por tanto es

1 27
I = // = p*2pdpdt = 8/ dep/ dt =4m
D! 0 0

. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (2zy — y%, 22 — 2zy + y)
2 — 4z + 3

entre los puntos (1, 0) y (2, -1) de la curva y = —
1;' [—

0 oP
Puesto que 8_Q =2r—2y = 0 la fuerza es conservativa por lo que la
L Y
integral no depende del camino elegido. Hallemos la funcién potencial:
2

U(z,y) = /(21’3/ — y?)dx + /ydy = 2%y — ay® + % por lo que el
trabajo solicitado es T = U(2,—1) = U(1,0) = (-4 —2+3) - 0= -1

2
2z 202 1
2y 2
v B g
a lo largo de la circunferencia (x +2)* + (y —2)* =1
0Q 4r 1 oP

— + — = &, la fuerza dada es conservativa por lo
Ox Yy x dy

que la circulacién a lo largo de una linea cerrada es nula.

. Hallar la circulacion del campo vectorial F = (
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Enunciados 3

3r+1
dx
0 V3 —4dx — 4x?

2. Hallar el drea encerrada entre un arco de la cicloide (t —sent, 1 — cost)

1. Resolver la integral definida

y el eje de abscisas

z? + y?
20y — 1

3. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie f(z,y) =

en el punto de coordenadas r =1, y = —1

4. Hallar en el punto P(1,—1,%) el rotacional del campo vectorial

F = (x%y — cos z, xy? + y cos z, yz sen(x — 1) sen 2)
5. Dada la superficie f(x,y) = oy’ — 2wty

a) Indicar la naturaleza de sus curvas de nivel

b) Hallar la direccién de Méxima pendiente en el punto P(3,—1,1)

6. Estudiar los extremos de la superficie f(z,y) = In(x? + 2y* + 4y + 3)

1
7. Hallar //D mdxdy siendo D el circulo 2% + 4% < 4
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Respuestas 3

3r+1
dx
0 V3 —4dx — 42?2

—42? —4x +3=—4(z+ 1)+ 143 =4— (22 + 1)? por lo que:

1. Resolver la integral definida

3 [ —8r—4+4

1
2 1
— d:zc—l—/ dx
-8 0 3 —4dx — 4z2 0 \/4—(21‘+1)2
1 1
2 1
= {—§2\/3—4x—4x2} —i——/ —_—dx
8 o 2.Jo
3.5 1 20 +1\1? 3 : 1<n W)
= - — — |arcsen = — —— ===
4 4 2 o 4 4\2 6

3 T
1=2v3- L
- V35

|
—_

2. Hallar el drea encerrada entre un arco de la cicloide (t —sent, 1 —cost)

y el eje de abscisas.

Un arco de cicloide esta generado por una circunferencia que da un
giro completo deslizdndose sobre una recta por lo que 0 < ¢t < 27 (ver
Figura 15.1).

20
15
1.0

0.5

2

Figura 15.1: Cicloide
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Ademds, x =t —sent — dz = (1 — cost)dt. Por tanto,
t1 2
A = / y(t)d(z(t)) = / (1 —cost)(1l — cost)dt
to 0

2
= / (1 — 2cost + cos®t)dt
0

21
1 2t
= / (1—2008t++#s<))dt
0

3 1 2m
= [§t —2sent + 1 sen(2t)1 ) = 3w

z? + y?
20y — 1

3. Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie f(x,y) =

en el punto de coordenadas v =1, y = —1

La ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto
0z

P(x0,Y0,20) €8 2 — 29 = %(az — o) + a—;(y — 1) donde las derivadas
parciales se hallan en el punto P.
2(1,-1) = -2 — P(1,-1,-2)
0z 2z(2zy-—1) - (2 +y%)2y 227y — 2z —2°
ox (2zy — 1)2 (2zy — 1)?
0z 2
<8x)(1,1) 9
0z 2yQay—1) - (® +y°)2x  2xy® — 2y — 227
oy (2zy — 1)2 (2zy — 1)?

()
)1y 9

Luego, la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto P es

z+Ei==23@-1)+3(y+1) > 20 —-2y+92+2=0

4. Hallar en el punto P(1,—1,7%) el rotacional del campo vectorial
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F = (2%y — cos z, wy? + y cos z, yzsen(z — 1) sen z)

7 J k

_% —_
_ d d )
rotl = 5 3y 7

2%y —cosz wy?+ycosz yzsen(x — 1)senz

= (zsen(z — 1)senz + ysen z,sen z — yz cos(z — 1) sen z, 2> — y?)

por lo que en el punto considerado es rot ﬁ = (—?, ‘/7§ + %@, 0)

5. Dada la superficie f(x,y) = ety -2ty

a) Indicar la naturaleza de sus curvas de nivel
flay) =C — T2 — 0 5 92 4 > — 20+ 4y = InC —
(x—1)*+(y+2)*—5=1InC por lo que se trata de circunferencias
de centro (1,—2) y radio r = /InC' + 5

b) Hallar la direccion de Maxima pendiente en el punto P(3,—1,1)

Basta hallar el gradiente de la funciéon en ese punto:

01 e ()
P

o o

0 0

R <—f> — 2

dy 9y ) p
Por lo tanto, la direcion de Maxima pendiente la indica el vector
= (4,2)

6. Estudiar los extremos de la superficie f(z,y) = In(x? + 2y* + 4y + 3)
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Derivadas parciales de primer orden:

% = 2 =0—2=0
ox 2+ 2y +4y+3
0z dy +4
5 - x2+2;/214y+3 =0 dy+4=0—y=—1
Oz 224297 + 4y +3) — (22)?
ox® (2 +2y? + 4y + 3)?
9’z —2x(dy +4)
oyoxr (22 + 2y% + 4y + 3)2
Pz A2+ 27 + 4y +3) — (dy+4)?
oy (22 + 22 + 4y + 3)2

20

por lo que el hessiano de la funcién en (0,—1) es =8>01o

que indica que en P hay un extremo. Y puesto que giyé > (0 el punto

P(0,—1,0) es un minimo de la funcién.

1
. Hallar //D mdzdy siendo D el circulo 2% +y? < 4

Como el recinto es un circulo, hacemos el cambio a coordenadas polares:
x = pcost,y = psent por lo que 22 +y? = p? siendo el jacobiano J = p
yO<p<2AN0<Zt <27

2 27 2
p 1 2 21
Por lo tanto: I = d dt = |=1In(p* +1 t]i" =7wlnbd
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Enunciados 4

3 — 2
1. Hallar el drea encerrada entre la curva f(z) = xQ——i—f} y el eje de
x
abscisas.
22 P
2. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 5 — 19 y el

plano z = 1.

3. Estudiar los extremos relativos de la superficie

flz,y) = 2% + 322y — 6y> — 24y + 1

4. Hallar la longitud de un arco de la cicloide (¢ — sent, 1 — cost)

2
en el punto (1,1, ¢?)

5. Si z = x%e — ), hall
iz =z cos(z — y), hallar 0

6. Hallar la magnitud (el médulo) del rotacional del campo vectorial
F=xev="7 + (22 4 2y — 22)] + (zcos(y — 1) — ycos(1 — 2))k
en el punto P(0, 1, 1).
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Respuestas 4

3r — x?
249

1. Hallar el drea encerrada entre la curva f(x) = y el eje de

abscisas.

La curva corta al eje OX en x = 0 y x = 3 por lo que

3 2 3

3z —x 3z 9
A = dr = -1 d
/0 249 /0 ( +$2+9+x2+9> v

3 ’ 3
= [—:c + 5111(:52 +9) + 3arctan (%)L =3+ 51112 + 3%
2 2
2. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 5— T 9 y el plano

z=1.

Es el volumen del casquete superior del paraboloide de la figura (ver
Figura 15.2).

Figura 15.2: Casquete parabdlico

22 _y?
9

5~
V= /// dxdydz = // / dxdy por lo que
1% 1
22 g
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Cambio a coordenadas elipticas x = 2pcosf, y = 3psenf con lo
que |J| = 6p, siendo el recinto de integracién el rectangulo de lados
0<p<2 0<6< 27 Por tanto:

2 27 2 472
V= 6/ (4—p2)pdp/ df = 127r/ (4p—p*)dp = 127 l2p2 — PZ} = 487
0 0 0 0

3. Estudiar los extremos relativos de la superficie

flx,y) = 23 + 322y — 63> — 24y + 1

Las dos primeras derivadas parciales son:

0
a—f =322 + 62y =3z(z+2y) =0 = (z=0)V (v = —2y)
7
g:3x2—12y—2420.
%
Para x = 0 es y = —2 por lo que resulta el punto (0, —2).
Parax = —2y es 12y> — 12y —24 =0 — (y = —1) A (y = 2) de donde
se obtienen los puntos (2, —1), (—4,2).

Hallemos el Va120r del hessiano

5 o 6 +6y 6
oxdy xz Yy X
H(z,y)=| %7 - — 36(—2z — 2y — 2°
(2, y) 0°f BQ_J; 6 19 ( Y )
oxdy
Entonces:
= H(0,—-2) = 36(4) > 0 y como f,, = —12 < 0, en el punto

(0, —2,25) hay un Méximo.

» H(2,—1) =36(—6) < 0 por lo que en el punto (2, —1,15) hay un

punto de ensilladura.

» H(—4,2) = 36(—12) < 0 por lo que (—4,2,—39) también es un

punto de silla.

4. Hallar la longitud de un arco de la cicloide (t — sent, 1 — cost)

t1
Longitud = / V (dx)? + (dy)?
to
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Un arco de cicloide esta generado por una circunferencia que da un giro
completo por lo que 0 <t < 27.
Ademads, x = t—sent — dx = (1—cost)dt; y = 1—cost — dy = sen tdt.
Por tanto, (dz)? 4 (dy)? = (1 — 2cost + cos* t + sen® t)(dt)? por lo que
(dz)* + (dy)? = 2(1 — cost)(dt)* = 4sen?(t/2)(dt)? y, finalmente,

(dx)? + (dy)j = 2sen(t/2)dt.
Luego: L = / ' 2sen(t/2)dt = [—4cos(t/2)]" = 8

0

2
en el punto (1,1, ¢e?)

. Siz = x%e® cos(x — ), hallar 920y

0

a—z = 202 cos(z — y) + v2e* sen(x — y)
Y

0% 2 2.2

St 4z ¥ cos(x — y) — 2x°e™ sen(x — y)
yox

+2x e* sen(x — y) + x%e* cos(xr — y)

9?2
Por lo tanto, < : ) = 4e* + €? = be?
P

0yox
. Hallar la magnitud (el mddulo) del rotacional del campo vectorial

F = 2ev=%i + (2% + 22y — 22)] + (zcos(y — 1) — ycos(1 — 2))k en el
punto P(0, 1, 1).

El rotacional de un campo vectorial esta definido, simbdlicamente, como

el producto vectorial del operador nabla por la funcién vectorial. Por
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tanto:

7 j k
ol F — 9 9 9
rotl’ = 5 o 5
reV™* 1?4 2xy — 2% wcos(y —1) —ycos(l — z2)
—_— =
rotF = (—xsen(y — 1) —cos(1 — z) + 2z,
—cos(y — 1) + xe’ %, 20 + 2y — we??)
(F&ﬁ) —(1,-1,2)
P(0,1,1)
rotF oy = VIFTFI=VE
P(0,1,1
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Enunciados 5

1. Estudiar los puntos criticos de la superficie z = e* (2% + zy + y?)

2. Hallar la longitud del arco de curva (\/1 —2t,v/1+ Qt) entre t = 1/4
yt=1/2

5x + 10 .
3+ 5x? + 122 + 8’

3. Hallar el area encerrada entre la curva f(z) =
eje de abscisas y las rectas x =0, x = 1

(Indicar la respuesta con 2 decimales)

4. Hallar el volumen comprendido entre el paraboloide eliptico

22 P
z2=4-— <Z+§> y el plano XOY

5. Hallar el volumen del cilindro recto limitado por la superficie

1-2
flz,y) = p _Z y la region del plano XOY comprendida entre las
parabolas y = 22 — 1, y = 7 — 2?

(Indicar la respuesta con 2 decimales)

6. Hallar el gradiente de la divergencia del campo vectorial

F= (x—z)y—z’z—:zc) en el punto P(1, 2, 3)
Yz xz oxy
2?2 P
7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 1 — o g para

z>0
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Respuestas 5

1. Estudiar los puntos criticos de la superficie z = e* ¥ (2? + xy + y?)

Derivadas parciales de primer orden:

0
i =" Yt +ay+yiP+20+y) =0
ox
0z
— ="V (-2 —ay—y +r+2y) =0
3y ( y—y v)
Sumando ambas ecuaciones resulta 3x +3y =0 — y = —x.

Sustituyendo en la primera de las derivadas es

=0—y=0
(2 +12)=0— ’ Y
r=—-1—=y=1

Hallaremos el hessiano en estos dos puntos:

0%z

o = (@ +ay+ Y+ 4+ 2y + 2)
82

8y5x = V(- —ay—y' —x+y+1)
622 T—=Y (.2 2

9 = "Vt +ay+y —20—4y+2)

2 1
H(O,O):'1 2‘:3>chomoa22:2>Ohayunm1’nimoenel

punto P(0, 0, 0)
1 2

2 0
Q(-1, 1,e7?) es un punto de silla.

H(-1,1) =e 22 = —4e~* < 0 por lo que el punto

2. Hallar la longitud del arco de curva <\/1 —2t,V/1+ 2t> entre t = 1/4
yt=1/2

La longitud de un arco de curva definida en coordenadas paramétricas
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es L = /t 1 V (dz)? + (dy)?

_ —1 21 2
de = mdt% (dx)* = 1—2t(dt)

1 1
dy = dt — (dy)? = ——(dt)?
Y o 7 (W) = ()
2
= (dx)® + (dy)* = m(dﬁ

5 B dt
=/ (dx)? + (dy) _\/5—\/1—74?52

P dt 1
\/5/411 \/1?(%)26% = \/55 [arcsin(2t)]

= \/75 (arcsin 1 — arcsin(1/2)) = g <g — %) = —

IS

5z + 10

, el
3+ 522 + 122 + 8

3. Hallar el drea encerrada entre la curva f(z) =

eje de abscisas y las rectas x =0, z =1

La curva corta al eje de abscisas en 5z + 10 =0 — z = —2 ¢ [0, 1] por
5x + 10

1
lo que A — dz.
O Qe /0 1 b2t 120 48

Raices del denominador:

1 +5 +12 +8

r=—1 -1 -4 -8
14 48 0
—4 4+ +/16 — 32
P44 +8=0—>1= 5 ¢R

Por tanto, 23 + 5z% 4+ 122+ 8 = (z + 1)(2* + 42 + 8) por lo que funcién
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dada se descompone en la forma

5x + 10 A Bx+C

(x4 1)(2x? + 42 + 8) m—|—1+x2—|—4a:—|—8
— A+ 42+ 8)+ (Br+C)(w+1) =5+ 10

Para r=-1—=5A=5—-A=1
r=0—284A+C=10—C =2
r=1—=134A4+2B+2C =15—- B = -1

En consecuencia, el area es

1
1 1 2zx+4 1

A = - = 4 d

/0 (a:—l—l 2x2+4x+8+ (x—|—2)2—|—4) ‘

1 11 2\ 1"
= {ln(:z; + 1) — 5 111(332 + 427 —+ 8) + 411—/2 arctan (x ;_ >:|
0

™

1 3
= In2-— 5(111(13) —In8) +2 <arctan (5) — Z) = 0,68

4. Hallar el volumen comprendido entre el paraboloide eliptico

2 2
z:4—<%+%) y el plano XOY

2?2y
Sabemos que V = // zdxdy = // <4 — <— + —)> dxdy

La interseccién del paraboloide con el plano z = 0 es la elipse

22y 22 P
— + = =4—= — 4+ = =1 lo que sugiere un cambio a coordenadas

4 9 16 36
elipticas:
x =4pcost, y =6psent - J =24pcon 0 < p<1,0<t <271 Por

tanto,

21 1 2w p2 p4
vV o= / U (4—4p2)24pdp] dt:96/ {———} dt
0 0 0 2 4,

= 24[t]o" = 487
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5. Hallar el vollumzen del cilindro recto limitado por la superficie
f<x7 y) = xQ _ 4

pardbolas y = 22 — 1, y = 7 — 2?

y la region del plano XOY comprendida entre las

Interseccién de ambas pardbolas: 22 —1 =7 — 22 - 22 =4 — 2 = +2

por lo que

vo— //Df(a:,y)dxdy:/z x21_4 [/w:_f2(1—2y)dy] da

2 2 10,2
1 72 1022 — 40
= — dr = —d
/2x2+4[y Yy d /2 2—4

210(x% — 4
- / 1067 =4) 40— [oaf?, — 40

o x2—14

6. Hallar el gradiente de la divergencia del campo vectorial

—

F = (x—z,y—z z—x) en el punto P(1, 2, 3)

yz | wz | wy

aF’l (9F2 8F3 1 1 1

div(F) = + + =+ —+—
0z yz xz wy
of 3]” of
d pu—
grad(f) (&U ay’ Gz)
B 1 1 1 1 1
RN 2z a2 g2 122
. 1 1 11 1 511
w(F — e S Y (e
grad(div(F))p ( 5 o 118 9) (6’3’6)
72 2
7. Hallar el volumen limitado por el paraboloide z = 1 — T 9 para

z>0

V= //zdxdy_//[1—( )]dmdy

Cambio a coordenadas polares modlﬁcadas: x = 2pcost,
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y = 3psent por lo que el jacobiano es J = 6p siendo
1- (%2 + %) =1 — p?. Por tanto:

1 21
Vo= //Yl—ﬁﬁmmﬁzﬁ/kp—ﬁﬂg/ dt
/ 0 0

471

2
PP
6| -2 | 2r=3

|:2 4:|07T "
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Enunciados 6

Xz

1. Hallar1 i6n del pl t teal fici = —=—
allar la ecuacién del plano tangente a la superficie f(z, y) PR

en el punto de coordenadas r =1, y = 0.

Interpretar el resultado.

2. Hallar el drea encerrada entre la curva
z(t) = Vel — 1, y(t) = (*—t+2)Ve! — 1, el eje de abscisas y las rectas

verticales correspondientes at =0yt =1

3. Comprobar que F = (2weV® — 3, 222¢%* + 222, 12ye¥ + 4yz + 7) es un

campo conservativo y hallar su funcién potencial.

4. Bstudiar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = e ¥ (2 + y* — 4)

Ler 42
5. Hallar dz (Dar la respuesta con dos decimales)
0 e +1

6. Hallar el volumen del cilindro cuya cara superior es la superficie z = z
siendo la cara inferior la region del plano XOY limitada por las parabo-
lasy =222 - 32+ 2,y = —a? + 62 — 4

r4+y x—1

, ) a lo largo
y+1
de la curva 7 = (> +t — 1,¢?) entre los puntos A(1, 1) y B(5, 4).

7. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F = (
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Respuestas 6

Xz

1. Hallarl on del pl t teal ] =
allar la ecuacion del plano tangente a la superficie f(z,y) PO

en el punto de coordenadas x =1, y = 0.

Interpretar el resultado.

La ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto

0 0
P(x0,y0,20) €8 2 — 29 = (—a;) (x — x0) + (_8;) (v — vo)
P P

1
20 = 5
0z -2+ +1 0z
oz (22 + 92+ 1)2 or ) p
0 -2
0= 2wy (%) _0
dy (22 +y? + 1) 9y ) p
Por tanto, la ecuacion del plano tangente es z — % =0—z= %: el

plano tangente a la superficie en el punto P(1,0, %) es horizontal, lo

que indica que el punto P es un extremo relativo.

2. Hallar el area encerrada entre la curva
x(t) = Vet — 1, y(t) = (> —t + 2)Vel — 1, el eje de abscisas y las

rectas verticales correspondientes at =0yt =1

Area = /1 y(t)'(t)dt = /1(t2 —t+2)Vel — 12\/%&
[e'[(t —t+2) — (2t — 1) + 2],

-5

1 1
— 5/ (t* —t 4+ 2)eldt =
0
1 3
2

D N

[e(t2 - 3t +5)], = — 1,578

3. Comprobar que F = (2we¥® — 3, x%zeY* + 222, 2%yeY? + 4yz +T) es un

campo conservativo y hallar su funcion potencial.
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I es conservativo si se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas:

oOF, OF,
— = 2xze¥* = —=
oy ox
oOF, OF;
T gy — 28
0z e ox
oF: OF:
_822 = e¥* (2% + 2y2) + 42 = _8y3

F' es conservativo y admite funciéon potencial:

U = /(2£C€yz —3)da:+/2z2dy+/7dz

= 2% — 3+ 22+ T2+ C

. Estudiar los puntos criticos de la funcion f(z,y) = " ¥(2* + y* — 4)

Resolvemos el sistema de ecuaciones % =0, % =9

) 3y -
of
D T—Y (.2 2 4 2
B eVt +y + 2x)
of
_ T—Y 2 2
= = —2® — P+ 442
o e V(=" —y y)
Sumando ambas ecuaciones resulta z +y = 0 — y = —z. Sustituyendo

esta igualdad en la primera ecuacién resulta z? + 2% — 4 + 22 = 0 =

(x=-2—2y=2)A(z=1—-y=-1).

Sustiutimos estos valores en el hessiano de la funcién para lo que de-

bemos hallar las derivadas parciales de segundo orden:

f) _ gt
(_272)

a2f —y (.2 2 a2f —4

— = € dr — 2 — =-2

92 e Y(xt+yt +4x )—>(ax2)(22) e
82f T—yY 2 2 02
i e Y=zt —y +4—2x+2y)—><ayax

0 f O*f

—= = V@t +y' —dy—2) — <—> = 2!

e ( )= 5 o
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por lo que

8% f af of —4 —4

oz 3y o T ST
oror  o°f U P

oyox  9y* l(—22)

por lo que el punto (—2,2,4e™) es un punto de ensilladura.

En z =1, y = —1, el valor del hessiano es
o%f  ofof 2 2
o= By ba e ST
orof 22t —2e?  4e?
oyox  Oy* l(1,-1)
y como giy’; = 4e? > 0, el punto (—1,1,—2¢%) es un minimo de la
funcién.
1 €x+2
. Hallar dx (Dar la respuesta con dos decimales)
0 e +1

Cambio de variable: e* =t — z = Int — dx = 1dt; (e = t?).
Ademas: z=1—=t=e, z2=0—>1t=1.

C t+2
Por lo tanto, la integral dada se transforma en [ = / _the
L (2 +1)

Se descompone el integrando:
t+42 _A+Bt+C_A(t2+1)+(Bt+C)t
t2+1)  t 241 tt2+1)
— AP+ 1)+ Bt+CO)t=t+2—-A=2 C=1, B=-2

Por lo tanto,

€ /2 2t 1
I = — dt
/1<t t2+1+t2+1)

= [2Int —In(t* 4+ 1) + arctan t]i

= 2(Ine—1In1) — (In(e* + 1) — In2) + (arctan e — arctan 1)
- 1,31
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6. Hallar el volumen del cilindro cuya cara superior es la superficie z = x
siendo la cara inferior la region del plano XOY limitada por las pardbo-
lasy =22% - 30 +2,y=—2?+6x —4
V=[] p f(z,y)dzdy siendo D el recinto comprendido entre las dos
pardbolas: 222 — 3z +2 = —2?2 + 62 —4 — 322 - 92 +6 = 0 —
2> —=3rx+2=0—2=1Ax=2. Luego:

2 —x24-62—4
V = / [ / xdy] dx
1 222 —32+2
2 , 2
- / [yl oty dv = / 2(—32% + 9x — 6)dx
1 1
2

2
- / (=32° + 92° — 6x)dw = [—2:1:4 + 32° — 3952] — 2
1

1

r+y v—1

, a lo largo
y+1
de la curva 7= (t* +t — 1,t?) entre los puntos A(1, 1) y B(5, 4).

7. Hallar el trabajo efectuado por la fuerza F= (

Hallemos los valores que corresponden a t en el punto A(1, 1):
y=1—=t?=1—-t==x1.Paraz=1est=1.
En el punto B(5,4): y =4 —t* =4 -t =42 Parax =5 es t = 2.

Finalmente, sustituimos = e y por sus expresiones paramétricas:

a 1
T = /Fdf:/ Y e £ T gy
. A Y +1 y

2 2 2

€24t —1 241 —2

— LN, VI I L ) V) [
/1 [ 211 @+ +—F7 }

2

5t+5 1

= At 44 — 2% +2—4= | dt
/1( TEmEa T t)

5 2
- {2# + 4t — 51n(zfQ+ 1) —5arctant—|—t2+2t—4lnt}
1

5

5
= 15— —5arctan2—|—5% —4In2 = 8,33
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Enunciados 7

1. Indicar la naturaleza de las curvas de nivel de la superficie
2
Y

fla,y)=2—€e 577

2. Estudiar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = * ¥~

o 29(z® — 22— 3)
423 4+ 422 — 32+ 10

3. Hallar el area encerrada entre la curva f(z)

y el eje de abscisas

4. Hallar el volumen limitado por la superficie z = % +y y el plano XOY,
extendido sobre el recinto limitado por las pardbolas y = —22% + 3z,

y =222 — 9z

5. Hallar la ecuacion de la recta normal a la superficie
z = (2% — y*) In(2x +y), en el punto P(3,—5,0)

6. Hallar el médulo del rotacional del campo vectorial

= 1
F = (2%y— 2%, :c—i—y—l—;, sen(mz)+cosy —e* ) en el punto A(1,0, —1)
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Respuestas 7

1. Indicar la naturaleza de las curvas de nivel de la superficie
2
Y

fla,y)=2—€e 577

Las curvas de nivel de una superficie son su interseccién con un plano

horizontal z = C:

22 | y? (2212
2—¢ TJFT):C'—Ma (9+4):2—C
x2 P 1
72 y?
=1
7 o) T (L)

por lo que las curvas de nivel son elipses de centro el origen, semi-
eje horizontal a = 3,/In (ﬁ) y semieje vertical b = 24/In (ﬁ) y

consecuentemente ha deser 1 < C < 2

2. FEstudiar los puntos criticos de la funcion f(x,y) = ety —6e

Los puntos criticos verifican el sistema de ecuaciones % =0 g—; =0

0
8_2 :(236—6)6I2+y2_6x:0—>2w—6:O—>:L’:3
x
0
9= _ 2yem2+y2_6$ =0—=y=0
dy
Estos valores se sustituyen en el Hessiano de la funcién:
822 822
9,2 Oy
H(z,y) = g%ﬁz .
oxdy v

P TV (21 — 6)2 4 2) e TV 62 — 6)2y
e 08 (9 — 6)2y eV 0 (492 4 2)
279 0

H(3,0) = 0 909 =d4e®
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Al ser H(3,0) > 0, en el punto (3,0, e?) hay un punto critico, y como
9%2(3,0)

0 2¢7? > 0, el punto (3,0,e™?) es un minimo.
Yy

29(z? — 2z — 3
. Hallar el drea encerrada entre la curva f(x) = 10 —i(_x4 5 xg +>10
T 2 — 3x

y el eje de abscisas

Hallamos los puntos de corte de la curva con el eje horizontal y = 0:
flx)=0—2>-22—-3=0— (z=-1Az=3).
Para 2 = 2 que es un valor entre —1 y 3 es f(z) < 0, lo que indica que

la curva se encuentra por debajo del eje horizontal.
29(z* — 2z — 3
En consecuencia, A = / (z r —3)
3

423 + 472 — 3z + 107

Hallaremos en primer lugar la integral (indefinida) de la funcién:

A(:L'):/ 29(z* — 2z — 3)

4a® 4+ 422 — 3z + 10
Al ser una funcion racional, descomponemos el denominador en facto-

res, aplicando la regla de Ruffini:
4 4 -3 10

-8 & —10
4 -4 5 0
— 42 —4r+5=0—>2¢R

r=-2
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fa) _ 29(2? — 2z — 3) _ 29(z* — 2 —x —3)
43 + 422 =32+ 10 (v + 2)(42? — 4x + 5)
B A Bx+C
T Ti2 44zt
— A(4x? — 42 +5) + (Br + C)(x + 2)
= 29(2* — 21 — 3)

r=-2 —29A=29-5—>A=5
r=0 —b5A+2C=29(-3) — C=-56
r=1 —5A+3B+C=29(-4)—>B=9

) 9z — 56
- S(x) _/($+2+4x2—4x+5)dx

= S5ln(x +2)+ I,

1 8r—4+4 1
I = 9- | ——————dr —56 | ——+———d
! 8/4x2—4x+5x /4x2—4x+5x
B 9/ 8z — 4 103 L
B 8) 2 —dx+s5 " 2 1 —dz+5
9 103 1
= —In(42” — 42+ 5 —d
g (4" —dw +5) - == /(293—1)2+4 v
9 1031 1
= ~In(42* — 4o +5)———/ —————dx
8 2 4 =l ) +1
9
= gln(4x —4x+5)——arctan( - >
9
S = [5111(1:4—2) gln(éla: — 4z +5)

103 20 —1\17*
———arctan
8 2 3

= —5In5 + g[ln(l?)) — In(29)]

1
—i—% <arctan(;) + arctan(g)) = 19,0286

4. Hallar el volumen limitado por la superficie z = % +y y el plano XOY,
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extendido sobre el recinto limitado por las pardbolas vy = —2x° + 3z,
y = 22% — 92
Hallemos los limites de integracién de x resolviendo la ecuacion

222 4+3x =222 -9 > 42> — 12z =0—>2x=0Az = 3.

Por tanto

1 3 —22243x 1
Vol = / (——i—y) da:dy:/ / (——i—y) dy| dx
R \7 0 2229z x

3 y y2 —222 43z 3
= / {_ + —} dr = / (—12953 + 362% + 4z — 12)dx
0 0

z 2 222 -9z
= [-32" + 122° + 227 — 122] = 63

5. Hallar la ecuacion de la recta normal a la superficie
z= (2 —y*)In(2x +y), en el punto P(3,—5,0)

La ecuacién de la recta normal a la superficie z = f(z,y) en el punto

r—T _ o
P(xq, 40, z0) de la superficie es 0_Y~—% _ 0

(%)P (g—i)P -l

of 2 of

= =2zIn(2 2P — ] =-32

. rIn(2z +y) + (z y)2x+y—><ax)P

of 1 af

=L — 99 1n(2 22 — | =-16

9 yIn(2r +y) + (z y)2x+y—>(ay>P

La ecuacién de la recta normal es r—3 = y_+5 - =
—-32 —16 -1

6. Hallar el modulo del rotacional del campo vectorial
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F

rot(F)

OF;  OF,
oy 0z
oF, 0F;3
0z Or
0F, 0F
or 9y
Luego rot(F)

1
= (2y— 27, x+y+;, sen(mz)+cosy—e* ) en el punto A(1,0,—1)

ik
= 2 98 9

oxr Oy 0z

F F, Fy

OF; 0OFy OFy  0F3 0y O

dy 0z 0z Ox Ox Oy
B 2 OF3 0Fy\
= —seny+;—> (a—y—E)P— 2
B oFy  0F3\
= —2z—mcos(mzr) — <5z a517)13—2+7r
_ogogp (200

ox 0y ) p

= (=2,247,0) = |rot(F)] = V/(=2)% + (2 + 7)?
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Enunciados 8

1. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie

f(z,y) =1In (\/ -y +14+x— 2y) en el punto de coordenadas
r=1y=-1

1122 — 252 + 46
43 — 8x2 4+ 13x + 25’

2. Hallar el area encerrada entre la curva y =
el eje de abscisas y las rectas © = 0, z = 1.

Indicar la respuesta con 2 decimales.

3. Hallar en el punto P(1,0,¢), las segundas derivadas parciales de la

funcién z(z,y) = " ¥ (z* — )

4. Hallar el volumen comprendido entre la superficie f(x,y) = %
T )
y el primer cuadrante del circulo de radio 1y centro O(0, 0)
2
5. Hallar el volumen del cilindro limitado por la superficie z = ﬁ
Y

y el recinto del primer cuadrante comprendido entre las parabolas

y=a’ y=8—2a’

6. Averiguar si F(z,y,z) = (2ze¥™% + 3,2%¥* — 2, —2%e!* + 22) es un

campo conservativo. En caso afirmativo, hallar su funcién potencial.
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Respuestas 8

1. Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie
f(r,y) =In ( -y +14+x— 2y) en el punto de coordenadas
r=1y=-1.

La ecuacién del plano tangente en el punto P(xo, 3o, 20) de la superficie

es z—zy = (g)P($—$o)+ (%)P<Q—YJO)~
20=f(1,-1) =1In4

of 1 x
or mQ—y2+1+x—2y(\/m+1>
S (ﬁ) _2_ !
or ), 4 2
of 1 ( —y _2>
dy Vi =i+ l+a—2y \ /22—y +1

of\ -1
- (&),-7

Por tanto, la ecuacién del plano tangente en este punto es

1 1
Z—ln4:§(:v—1)—1(y—|—1)

1122 — 252 + 46
43 — 8x2 4+ 13x + 257

2. Hallar el drea encerrada entre la curva y =
el eje de abscisas y las rectas v =0, x = 1.

Indicar la respuesta con 2 decimales.

71
El drea viene dada por A = f(z)dz

0
Debemos averiguar si la curva corta al eje X en un punto interior al

intervalo de integracién [0, 1]

254++/252 —4-11-46
1122 =252 +46 =0 = = = v 5 ¢ R lo que indica

que la curva no corta al eje de abscisas.

254



1122 — 25z + 46

1
Por lo tanto, A = x
/0 dx3 — 8x2 + 132 + 25
Hallamos las raices del denominador para descomponer el integrando

en suma de fracciones mas simples:

4 -8 13 25

r=—1 4 12 25
4 12 25 0
12 + /144 — 400
42 — 120 +25=0 = o = 2 ¢R.

Por lo tanto, 42 — 822 4+ 13 + 25 = (z + 1)(42® — 122 + 25).

En consecuencia:

1122 — 252 +46  11a% — 252 4 46
43 — 822+ 13z +25  (x + 1)(4a? — 122 + 25)
A Bx +C

r+1 +4x2—12:17—{—25
—  A(42® — 122+ 25) + (Br + O)(z + 1) = 112* — 252 + 46

Para z=—-1: 41A=82 - A=2
z=0: 25A4+C=46—-C=46—-50—-C = —4
z=1: 17TA+2B+20=32—- B =3
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Por lo que:

VA 3z —4
A = de = [21 D]+ 1
/0 (x+1+4x2—12x+25) v = 2hnfe+ Do+ 4
= 21112"‘]1

! T ! 1
L =3 dr — 4 d
! /0 Az — 120+ 25 /O 42 — 120+ 25
3 (1 8z —12+12 ! 1
_ 2 dr — 4 d
8/0 472 120+ 25 /0 A2 120+ 25
31 8r—12 3 ! 1
= 2 dr+ (212 -4 d
8/0 422 — 122 + 25 x+(8 )/04x2—12:v+25$

3 1 /! 1
= Z[In(4z? — 122 + 25)]} —/ d
g™ =120+ B+ 5 | o™

3 11 /! 1
= —(In(17) — In(25 —— ——d
((17) ~ n(25)) + 555 [ I

_ g(ln(m —In(25)) + % {amtan (2364_ 3)}:

1
= —0,1446 + E<_ arctan(1/4) 4+ arctan(3/4)) = —0,1197

Luego A =2In2 —0,1197 = 1,27

. Hallar en el punto P(1,0,¢), las sequndas derivadas parciales de la

funcion z(x,y) = e“7Y(2* — )

% = " Y(2® —y* + 22)
0%z 0%z
25 ey 2 .2 4 9 g —
o2 = ¢ (z° —y* + 40+ 2) = <8x2) Te
~ 0%z ‘2.
=" V(—a® +y* — 2z —2 =-3
9y 0% e V(- +y x y)—)(ayax)]) e
g—; = " Y(—2®+1y* —2y)
Pz o 0z
— 8_y2:€ (e —y +2y+2y—2)—>(a—y2)P:—e
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Ty
ZL'Q + y2
y el primer cuadrante del circulo de radio 1y centro O(0, 0)

El volumen viene dado por V' = // x,y)dxdy = // N d dy

donde D es el primer cuarto del circulo unidad, lo que sugiere un cam-

4. Hallar el volumen comprendido entre la superficie f(x,y) =

bio a coordenadas polares:
r=pcost, y=psent — |J[=p, 0<p<1, 0<t< T

Por tanto:

p(cost + sent)
V = /// 2 pdpdt /dp/ (cost + sent)dt

= sent—cost]ogz(l—o (0—-1)

2z

(y +1)?
y el recinto del primer cuadrante comprendido entre las pardbolas

5. Hallar el volumen del cilindro limitado por la superficie z =

y=a° y=8—ua’

2
El volumen es V = // f(z,y)dxdy = // —x2dzxdy
D p(y+1)
Las dos parabolas se cortan en x = 2 en el primer cuadrante por lo que
2 8—x2 1 2 1 8—a?
V = 2x dy| dr = / 2x [ } dx
/o / (y+12" o ly+1l.

= /02( a2 )dm:[ln(:c2+1)+ln(9—x2)}§

2+1 9—22
= Inb+In5—-—Inl1—-m9=2In5—-1n9

6. Averiguar si ﬁ(:z:, y,z) = (Q:Uey’Z +3,2%e¥77 — 2, —xe¥ 7 + 22) es un

campo conservativo. En caso afirmativo, hallar su funcion potencial.

Un campo vectorial es conservativo si se verifica la igualdad de las

257



derivadas cruzadas de sus componentes:

OF, R
Tl gpeyr - 22

By ¢ o

OF, .. OF
T
OF, ), OF,
i z_9g_ "2
0z ve dy

Por lo tanto, F' si es un campo conservativo.

Su funcién potencial es
Ulz,y,2) = / (2ze¥™% + 3)) dm+/—2dy+ /2zdz
Ulx,y,z) =22V +32 -2y + 22+ C
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Enunciados 9

1. Hallar la ecuacién de la recta normal a la superficie

2

z=¢"Y (22 — y) en el punto P(2,1,---) de la misma

2. Estudiar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = * ¥ +2=2u+2y

3. Hallar el area generada por el giro de la curva y = /22 — 1 alrededor

del eje de abscisas entre los puntos x =1, x =4
b

Area = 27r/ yv/ 1+ y2dx

4. Hallar el valor del jacobiano de la transformacién = = u cost,

y=u’sent parau =2, t=

s

4

5. Hallar el rotacional del campo vectorial F= ( d , Y= , i ) en
y+z x+z z+vy
el punto P(1, 1, 1)

2

(y+1)°
y el recinto del plano XOY comprendido entre y = 22, y = 0,

6. Hallar el volumen del cilindro limitado por la superficie z =

r=0 =1
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Respuestas 9

1. Hallar la ecuacion de la recta normal a la superficie

z=¢"Y (22 —y) en el punto P(2,1,---) de la misma

La ecuacién de la recta normal a la superficie z = f(z,y) en el punto

P(x0,v0, 20) €s
T — X Y—Y Z— 20

&), @),

2w = flzo,y0) = f(2,1) =€*(4 - 1) = 3¢”

Por tanto:

0z 2 0z

_— = Ty 2 2 _ R g 2
e e (y (a® —y) +2z) — (3x>P Te
0z 2 0z

_ — zyY 2 — — —_ — 2
o eV uey(z® —y)—1) — (81‘)]3 11e

En consecuencia, la ecuacién de la recta normal es:
r—2 y—1 z— 3¢
Te? 11e? -1

2. Estudiar los puntos criticos de la funcion f(xz,y) = o8~y 2w 2y+2xy

Los puntos criticos de la superficie z = f(x,y) se obtienen anulando

las derivadas parciales de primer orden de z = f(z,y):

0 2,2
a_; — Y +2m—2y+2xy(2x_’_2+2y>

g_z = PRy (9 9y 9g)
{ Z—-0-sz+y+1=0

%2 _0sr—y—1=0

}—>a::0/\y:—1
9y
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Estos valores se sustituyen en el hessiano de la funcién:

( )
82
5 z — Ty 2e—2y+2ay sz F 2422+ 2}
T
822 2 —y2 42z —2y+2z
5vin — © v YTE (20 + 2+ 2y) (—2y — 2 4 2x) + 2]
yox
82
’z _ er—y2+2m—2y+2$y [(_2y —24 2ZL’)2 . 2]
8y /

r 822) 3\
— = 2e
<(9:I:2 P

02z
— <8y8x) =2 p»— H(0,-1)=

9%z
hiind — 9
\ <ay2)P ‘ /

por lo que P(0, -1, e) es un punto silla.

2e 2e
2e —2e

= —-8e <0

3. Hallar el drea generada por el giro de la curva y = /2x — 1 alrededor

del eje de abscisas entre los puntos v =1, v =4

La curva y = v/2z — 1 corta al eje de abscisas (y = 0) en z = 5 ¢ [1,4]

4
por lo que A = 27?/ yv 1+ y2de
1

Por tanto:

2x
! — /1 ’2—\/ \/
4= \/23;— ty 27 —1 97 — 1

y\/1+y/2:\/2x—1,/ fl =2 = V2/z = V2 2'/?

= 27?\/_/ 1/2dx_2wf[3j/22r %wx/ﬁ(éé—l):?m@

4. Hallar el valor del jacobiano de la transformacion x = ucost,

y=u’sent parau=2,t=71
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Hallamos las derivadas parciales de z e y:

ox ; ox ;

— = CoS — = —usen

ou ot

dy dy

— = 2usent —~ = u?cost

ou ot

cost —usent 9 9 9 9
— H(z,y) = =u”cos”t + 2u”sen”t
2Qusent wu?cost

Por lo tanto: H(2,%) =41 +85 =6

5. Hallar el rotacional del campo vectorial F = it , Yz , i en
yt+z rx+z r+vy
el punto P(1, 1, 1)

El rotacional del campo vectorial F = (Fy, Fy, F3) es
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iJ
7 - |9 9 9

_ (O0Fy OF, OFy OF; OF, OR
B oy 0z 0z Ox Oxr Oy

oFy 0k, —wz ylz+z)—yz
oy 0z (v +y)? (x4 2)?
0F; O0F, -1 1 1
— 2 _ _—“ _ = __
dy oz )p, 4 4 2
oFy  0F;  —wy  z2(zty) —az
0z  Or  (y+=2)? (x + y)?
(9B 0By 1
0z or ) p 2
OFy, OF —yz  x(y+z) -y
o dy  (x+2)? (y + 2)?
0F, 0F, 1
— __ 4 _ - — __
ox 0y ) p 2

1 1 1 1
(mt ) = (-2,-2,-2) =-2(1,1,1)
P 2" 2 2 2

6. Hallar el volumen del cilindro limitado por la superficie z =

(y+1)?
y el recinto del plano XOY comprendido entre y = x2, y = 0,

r=0 =1

El volumen del cilindro es V' = / / f(z,y)dzdy, siendo D el recinto
D
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de integracion que en esta caso es
0<z<1
D =
0<y<a?
1 22 1 z?
2 -1
V :/ / —x2dy dx:/Zx{ } dz
o |Jo (W+1) 0 y+1],
! -1 ! 2z
/0 m(x2+1+ ) ) /0 (x x2+1> )

= [+* I+ 1)],=1—In2
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Enunciados 10

a) Estudiar los puntos criticos de la funcién
f(z,y) =22 —6xy + 30 +2y* +5
b) Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie
f(z,y) =In(2%y — zy* + 2? — y*> + 3) en el punto P(1, -1, ...)
c¢) Hallar la longitud del arco de la curva y* = x?® (pardbola semiciibi-

ca) comprendido entre el origen y el punto P(5,5v/5).

x1
Longitud = V1+(y)3dz
0

x

rT+y y—xr 2z >

d) Hallar el médulo del rotacional del campo vectorial F = ( ) ,
r+z y—z ' r—y

en el punto P(2, 1, 0)

e) Hallar el drea comprendida entre la curva y =
de abscisas y las rectas . =1y = = 3.

Indicar la respuesta con dos decimales.

f) Hallar el volumen del cilindro cuya cara superior es el plano

2 2
z = 14 2x + 3y y la base inferior la porcién de elipse % + 31/—6 =1

comprendida en el primer cuadrante.
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Respuestas 10

a) Estudiar los puntos criticos de la funcion
flz,y) =22 —6xy + 3z +2> +5
Se resuelve el sistema formado por las derivadas parciales de pri-
mer orden iguales a 0; los valores obtenidos se sustituyen en el

hessiano de la funcién:

0
—f:6x2—6y+3:0

i

dy
2 3 1 3

( an

s
8981‘:_6 — H(z,y) =
f_

3
:—6x+4y:()—>y:§x

120 —6
-6 4

= 48z — 36

—~ =4
\ 8y2 J

3 11
H(1,3/2)=12>0,f, =4>0=A (1, 2’ 7) es un minimo

1 3 45

H(1/2,3/4) = —12 Bl|=- -, —
(/23 = -12<0= 5 (5.5,

> es un punto silla

b) Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie
f(x,y) =In(2%y —zy? + 2* — y* + 3) en el punto P(1, -1, ...)
La ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el

0
punto P(zg,yo, 20) de la misma es z — 2z = <—f) (x — x) +
P

ox
(%)P (v = %)

266



1'0:1/\@/0:—1—)20:1111:0

af 2ry — y* + 2z af —2—-142
or x2?y—axy>+22—y>+3 oz ) p 1

of 2% — 2xy — 2y of 1+2+2
dy zry—xy’+a%—y>+3 Jy 1

Plano tangente: z —0= —(z —1)+5(y+1) >z —5y+2—-6=0
Hallar la longitud del arco de la curva y* = x3 (pardbola semiciibi-
ca) comprendido entre el origen y el punto P(5,5v/5).

La longitud de un arco de la curva y = f(x) viene dada por la

férmula L = V14 (y)3de.

9 449
Vad = g2 5y = \/E—>1+(’)2:1+Zx: —ZZE
[419 11 (4 4+ 92)3/27°
/ + 35 /4+9x dx—{ ﬂ]
2 0
2 335

27( 27
r+y y—x

z

Hallar el modulo del rotacional del campo vectorial F= (

en el punto P(2, 1, 0).
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El rotacional del campo vectorial F = (Fy, Fy, F3) es

o 0 0
F F F3
0F; O0F, OF, O0F; 0F, OF;
<8y 9z 0z Ox dr Oy
0F;  0F, z y—
oy 0z (x—y)? (y—=2)
0F;  0F,
(@‘E)P:O“:l
OF, OF; —(z+vy) 2
9z  ox (x4+2)?2  (x—y)?
0F, OF; 3
(E‘%)P:_Z
0Fy, 0F; 1 1
Or 8_3/ _y—z Cz+2z

(rotF)

e) Hallar el drea comprendida entre la curva y =

de abscisas y las rectasx =1y x = 3.

1

A= f(z)dz.

)

z0
Antes de nada debemos comprobar si la curva corta al eje de

abscisas en el interior del intervalo [1, 3.

??—12—2=0—2z=2¢€ (1,3)Az = —1¢ (1,3). En consecuencia,

el drea solicitada es la suma de las dreas en los intervalos [1,2] y
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[2,3], ambas positivas.

04

02

I
3 20 25 30

-0.2

—04F

Por otra parte, como x? — 2x 4 5 no tiene raices reales, la integral

se calcula de la forma que se indica a continuacion.

22 —x—2 x—7
———dr = 1+ ———)d
/w2—2x+5 v /( +x2—2x+5) ’
T 1
= ———dx -7 | ———d
x+/x2—2x+5x /x2—2x+5z
1 20 — 2 1
= - ————dx—6 | ————d
$+2/x2—2x+5x /(x—1)2+4x
1

1 1
= x+—lnx2—2x+5)—6—/—dm
2 M VN

1 11 -1
= v+3 In(z? — 2z +5) — 61@ arctan <xT)

1 —-1\1?
L = [x+§ln(x2—2x+5)—3arctan (Q:T)}

1
1 1 1

= (2 + §ln5 — 3arctan 5) — (1 + §1n4 — 3arctan0>

= —0,2794 — A; = 0,2794

1 -1\1°
I, = {m + 3 In(2* — 2z + 5) — 3arctan (%)}

2

1 1 1
= (3—|— §ln8 — 3arctan1) — (2—1— §1n5 — 3arctan§>
= 0,2698
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Por lo tanto A = A; + Ay = 0,2794 + 0,2698 — A = 0,55

f) Hallar el volumen del cilindro cuya cara superior es el plano

2 2

z = 1+42x+ 3y y la base inferior la porcion de elipse g + L

16
comprendida en el primer cuadrante.
El volumen viene dado por la férmula
V = // zdxdy = // (1 + 22 + 3y)dzdy, siendo el recinto de
D D

integracién D el indicado en la figura:

Este recinto sugiere un cambio a coordenadas elipticas:

J=abp — J=12p
x = 3pcost

0<p<l
y =4psent

0<t< 3

En consecuencia,

1% :// (14 6pcost + 12psent)12pdpdt
D/

ol
= 12/ {/ (p + 6p? cost + 12p* sen t)dp] dt
0 0

1

3 2
:12/ [p—+2pgcost+4p386nt] dt
0 2 0
2 /1
:12/ <§+2cost—|—4sent> dt
0
t 2 ™
=12 [§+2sent—4cost} =12 (1—1—2—1-4) =72+ 3m
0
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