E.LI.C. - Algebra Tema 2: Espacios Vectoriales y Aplicaciones Lineales

TEMA 2: ESPACIOS VECTORIALES Y
APLICACIONES LINEALES

PARTE 2
2.5.- APLICACION LINEAL

Una aplicacion lineal es un homomorfismo entre espacios
vectoriales. Es decir:
f(x+y)="Ff(x)+f
fE(K) - E'(K)/Vx,y € E, VA, uck, (x+y)= (9 +1()
f(A-x)=2-f(x)

Condiciones que podemos resumir en:

fE(K) > E(K)/vx,yeE VA, ueK, f(A-x+u-y)=21-f(x)+u-f(y)

NUCLEO E IMAGEN DE LA APLICACION LINEAL:

B SUBESPACIO NUCLEO: N, ={x<E/ f(x) =0}

N, €s un conjunto no vacio, ya que:
VxeE,30€E/0=0-x;y f(0)=f(0-x)=0-f(x)=0€F

e Condicion de subespacio:

vx,ye N, V4, uek, f (/1-x+,u-y)=/1- f(x)+u-f(y)=4-0+u-0=0€FE
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B SUBESPACIO IMAGEN: Imf ={x' e E'/x = f(x),Vx € E}

f
E £

A
’ o

e Condicion de subespacio:

vi(x), f(y)eImf, VA, peK/(A-x+pu-y)eE=
f(/i-x-i-,u-y)elmf =>A-f(x)+u- f(y) e Imf

Propiedades:

e Si N, ={0} < f esinyectiva.
 Si N, ={0}y {v,,v,.....v,} es un sistema libre de vectores de
E, entonces {f(v,), f(v,).....f(v,)} es un sistema libre de

vectores de E’
e dimE =dimN, +dimImf

e Si N, ={0} = dimE =dimImf

e Si N, ={0}ydimE=dimE' = f es ISOMORFISMO.

* Si{e,e,....e,} esbasede E, entonces {f(e,), f(e,)..... f (e,)}
es un sistema generador de Imf .

TEOREMA DE ISOMORFIA:

Todo espacio vectorial E de dimension n, definido sobre un cuerpo
conmutativo K, es ISOMORFO al espacio vectorial K" (K).

Nota: Es particularmente importante el isomorfismo entre cualquier
espacio vectorial definido sobre el cuerpo de los numeros reales Ry el
espacio vectorial R"(R).
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2.6.- MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACION LINEAL

Sea la aplicacion lineal : f:E(K)>E'(K) y sean B, ={e.e,,....e,}y
By ={u,,u,,...,u, } bases de E y de E'respectivamente. Entonces:

E
VxeE, x=x-e+X,-¢,+--+X e, =>Jy=Ff(x)eE/y=y,-u, +Vy, - u, +---+y, -u,

Como:

y=f(x)=f(x e +X-e++X €)=y u+y u+-+y u =
X f(el)+X2~ f(e2)+--~+Xn~ f(en): Yiru +Y,uy e yeug =
f(e,) u,

fe,)| u,

(Vo Y2 = V) ()]

f(e,) u,

(Xl X o Xn)

Pero:
fle)=w, u+o, u,+...+0,, -0,

fle,)=w,, - u,+@,, - u,+...4+ @, -u, .

fle)eE =1,

fle,)=0, w,+@, u,+...+ 0, -u,

f (e,) Wy Wy o Wi || W

f(e,) |Wa Wy o W || U,
f(en) wnl wnZ wnm l'lm

Sustituyendo en (I):

wnl wnZ W um um

t t t t t t
xQ u=yu, =y =xQ =y=(Q,,)x=Q  x

Expresion, que permite obtener las coordenadas de los vectores
imagen, en funcién de las coordenadas de los vectores origen.
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A la matriz O =A, . se denomina “matriz de la aplicacion

mxn

lineal” en las bases B, y B, respectivamente.

Obsérvese que las columnas de la matriz A son las coordenadas de
los vectores f(e,) referidos alabase B, de E’. Como estas coordenadas

son Unicas, entonces la matriz asociada a una aplicacion lineal respecto de
las bases dadas E y de E’, también es tnica.

Reciprocamente, toda matriz definida sobre un cuerpo conmutativo
K, caracteriza a una tnica aplicacion lineal.

RANGO DE LA APLICACION LINEAL:

Es por definicion la dimension del subespacio Imagen:
rangf =dimImf =dimE-dimN,

Pero dimImf coincide con en rangA_ . En efecto:

Sea B, ={e,e,,....e,} base de E, entonces S={f(e,),f(e,)..., f(e,)}
es un sistema generador de Imf. Si dimImf =r implica que podemos
encontrar una base de Imf , formada por r vectores libres de S. Como las
columnas de A__ son las coordenadas de los vectores de S, y el rango de
A .. es precisamente el nimero de columnas (o filas) linealmente

mxn

independientes, podemos concluir que:

rangf =dimImf =rangA

mxn

Otras conclusiones a las que podemos llegar son:

1. La aplicacion es sobreyectiva, si y solo si,
rangA . =m=numero de filas de A.

2. La aplicacion es inyectiva, si y sélo si, rangA
de columnas de A.
3. Laaplicacion es un isomorfismo si y sélo si, A es regular.

=n=nUmero

mxn

CAMBIOS DE BASE EN UNA APLICACION LINEAL:

Sea la aplicacion lineal : f:E(K)>E(K) y sean B ={e.e,,....e,}y
B',={u,u,,...,u,} bases de E y de E' respectivamente. Entonces:
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A
VxeE, x=X e, +X,-e,+-+X -, —>Ty=f(x)eE/y=y, -u, +y, uy+---+y_-u

m

Si cambiamos las bases de los espacios vectoriales E y de E
B,={e\.e,. ..e",} y B, ={u’,u’,...,u' } respectivamente. Entonces:

A
VxeE, x=x'-e|+x,-e,+-+Xx' e —2>Jy=Ff(x)eE/y=y,-u'|+y,-u+-+y' .u

Siendo P, la matriz de paso (o de cambio de base) de la base B, a la
base B, del espacio vectorial E y P, la matriz de paso (o de cambio de
base) de la base B’ alabase B', del espacio vectorial E’ tal que:

Xg = PyXy
Ye, = PE'YB'2

Y teniendo en cuenta que:

Entonces:
Yo, = Fe¥e, = Ve, = P];'lyB'l = Pl;'lAlel = Plg'lAlpEXBz = A,Xg, :(Pl;'lAlPE)XBZ

Por tanto,

A,=P'AP,

Es decir que las matrices de una aplicacién lineal cuando se cambian
las bases son matrices equivalentes, relacionadas por las matrices de paso
(o de cambio de base) de E y de E'.

Si ocurre quee E y E' son el mismo espacio vectorial
(endomorfismo), entonces P,=P, =P Yy la relacion entre las matrices
quedaria:

A,=P7AP

En este caso, las matrices A, y A, son semejantes.
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2.7.- OPERACIONES CON APLICACIONES LINEALES

SUMA DE APLICACIONES LINEALES:

Sean f:E (R)—>E, (R)y g:E,(R)>E,(R) dos aplicaciones
lineales, entonces, se define la aplicacion suma como:

f+0:E,(R)>E, (R)/(f+g)(x)=f(x)+g(x),¥x<E, (R)

Propiedad: Sean A__ y B, las matrices asociadas a las
aplicaciones f y g respectivamente, entonces:

(men )f+g = Amxn +Bmxn

PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA APLICACION LINEAL:

Sea f:E (R)—E_,(R) unaaplicacion lineal y sea 4 <R, entonces,
se define la aplicacion producto por un escalar, como:
(2-T):E,(R)>E,(R)/(A-f)(x)=4-f(x),VxeE, (R)
Propiedad: Sea A la matriz asociada a la aplicacion f , entonces:
(M =1-A

mxn )j_.f mxn

COMPOSICION DE APLICACIONES LINEALES:

Dadas las aplicaciones lineales, f:E (R)—E' (R) y
g:E' (R)>E" (R), tal que se verifica que ImfcDomg, se puede

definir la aplicacién compuesta o producto de aplicaciones h=go f, de la
forma:

h:En(R)eE"m(R)/ h(x):(g o f)(x): g[ f (x)],Vern(R)

Propiedad: Sean A y B las matrices asociadas a las

pxn

aplicaciones f y g respectivamente, entonces:

(M =B, ,A

mxn)gof_ mxp* ™ pxn
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APLICACION INVERSA

Dada una aplicacién lineal ,f:E (R)—>E' (R), si es posible
definir  otra  aplicacion f™:E' (R)—>E (R) tal que si
y=f(x)<=x="f"(y), entonces a f* se llama aplicacion inversa o
reciproca de f Yy se verifica:

f™o f(x)
fo f_l(X)

I, (x) es laaplicacion identidad en E, (R).

I (x) es laaplicacion identidad en E' (R).

La condicién necesaria y suficiente para que una aplicacion lineal
tenga inversa es que sea isomorfismo, es decir que es inyectiva y
sobreyectiva y por tanto m=n.

Propiedades:

L () =t

2. (gof) =fTog™
3. f es lineal.

4.  Si A, es la matriz asociada a f, entonces, A es la matriz
asociadaa f .

2.8.- TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

Sea el sistema Ax=b. La matriz A representa una aplicacion lineal:

f:E, (K)—Amn g (K)/ f(x) = Ax

£ f

> F

y N
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Pero, Ax=b= f(x)=b
Pueden suceder dos casos:

a) beImf, el sistema tienen solucion y es por tanto
COMPATIBLE. Como dimE=n=dimN, +dimImf Yy como

dimImf =rangA, entonces:

n=dimN; +rangA

B Si fes inyectiva = dimN, =0=rangA =n el sistema tiene

solucion Unica y es por tanto compatible determinado.
B Si fes no inyectiva — dimN, >0=rangA<n el sistema

tiene mas de una solucién y es por tanto compatible
indeterminado.

b) beImf , el sistema no tienen solucibn y es por tanto
INCOMPATIBLE .

CONCLUSION:

Sea Ax=b. Como el rango de la matriz A es igual a la dimension del
espacio columna de la matriz A entonces:

A) Si rangA =rang[A[b| es porque el vector b se puede expresar

como una combinacién lineal de las columnas de la matriz A ;
por tanto el sistema tendra solucion y sera COMPATIBLE:

e Si rangA =rang[ Ajb |=n=DETERMINADO
e Si rangA =rang| Ajb | <n=INDETERMINADO

B) Si rangA <rang[A|b] es porque el vector b es linealmente

independiente, es decir que no pertenece al espacio columna de la
matriz A ; por tanto el sistema no tendra solucion y sera
INCOMPATIBLE.
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CUESTIONES TEORICO-PRACTICAS:

Seleccione la respuesta correcta:

1.- Sea SZ(R) el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden 2 y
considérese una aplicacion lineal, f:R*(R)—S,(R). Entonces:

a) La aplicacion f sera sobreyectiva si N = {0} .

b) La aplicacion f sera inyectiva si N, ={0}.

c) Las dos anteriores son ciertas.

d) Ninguna de las anteriores es cierta.
SOLUCION:
La opcion correcta es la c. Demostracion:

a) SZ(R):{; ZJEMZ(R)/X, Y,z eR}:dimSZ(R):S. Por tanto,

f sobreyectiva < dimImf =dimS, (R) y como

dimR®(R)=dimN; +dimImf = 3=0+dimImf = dimImf =3=dim§,(R)
b) f inyectiva < f(x)=f(y)< x=y ycomo N, ={0}

f(x)=f(y)e f(x-y)=0=(x-y)eN; ©x-y=0x=y

2.-Sea f:E,(R)—>E', (R) unaaplicacion lineal. Entonces :
a) f es unisomorfismo si dimE=dimE".
b) f es un isomorfismo si dimN, =dimImf .

c) Las dos anteriores son ciertas.

d) Ninguna de las anteriores es cierta.
SOLUCION:
La opcién correcta es la d. Demostracion:

f es un isomorfismo si f sobreyectiva y f inyectiva < dimImf =dimE' y
dimN, =0 que no se verifica en ninguna de las dos opciones.

3- Sea f:E (R)—>E' (R) una aplicacion lineal entre dos espacios
vectoriales. Entonces:

a) f es biyectiva si dimN, =dimImf .

b) f es biyectiva si dimE =dimN, +dimImf .

c) Las dos anteriores son ciertas.

d) Ninguna de las anteriores es cierta.
SOLUCION:
La opcién correcta es la d. Demostracion:

f es biyectiva si f sobreyectiva y f inyectiva < dimImf =dimE' vy
dimN, =0 que no se verifica en ninguna de las dos opciones.
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4.- Sea la aplicacion lineal f:E (R)—>E' (R) de matriz asociada A,y
considerese el sistema de ecuaciones lineales Ax=b/b ¢ Imf . Entonces:
a) Si f es inyectiva el sistema es compatible determinado.
b) Si f es no inyectiva el sistema es compatible indeterminado.

c) Las dos anteriores son ciertas.

d) Ninguna de las anteriores es cierta.
SOLUCION:
La opcion correcta es la d. Demostracion:

Como b ¢ Imf el sistema es incompatible.

5.- Sea la aplicacion lineal f:E (R)—>E' (R) de matriz asociada
AlrangA =r, y considerese el sistema de ecuaciones lineales Ax=b.
Entonces:

a) Si rangA < rang [A|b]c>b pertenece al espacio columna de A.

b) Si rangA =rang [A|b] < b pertenece al espacio columna de A.

c) Las dos anteriores son ciertas.

d) Ninguna de las anteriores es cierta.
SOLUCION:
La opcién correcta es la b. Demostracion:

Si el vector b pertenece al espacio columna de A, es porque pertenece al
subespacio generado por los vectores columna de la matriz A, entonces es
combinacion lineal de las columnas de la matriz A 'y por tanto

rangA =rang| Afb |.
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PROBLEMAS RESUELTOS:

1.- Determinar cuales de las siguientes aplicaciones son lineales y en su
caso hallar la matriz asociada en las respectivas bases candnicas:

a) f:R°>R*/f(xy,2)=(x+Yy,y+2).
b) f:R* >R/ f(xy,z)=(xy,yz).
SOLUCION:

a)

FLAX Y 2)+ (XY, 2') = f(AX+ux', Ay +uy' Az +uz') =
(AX+ X'+ Ay + py' , Ay + uy'+ A2+ uz') =

[A(x+y, y+2)+u(x+y,y+2) |=2f (xy,2)+uf (X,y'2')

Por tanto es aplicacion lineal.
b)

o FLA(X%Y,2)+u(xy\2")]=f(AX+ux Ay +uy', A2+ pz') =

[(Ax+ux)(Ay+py"),(Ay +uy")(Az+pz') ]

o Af (X, 2)+uf (XY, 2)=A(xy,yz)+u(X'y', y'z")=(Axy+ ux'y', Ayz+ uy'z')
Por tanto no es aplicacion lineal.

2.- Dada la aplicacion lineal f:R®—>R?/f(x,y,z)=(3x+2y-4z,x-5y+3z),

hallar:
a) Matriz asociada a f en las bases candnicas respectivas.

b) Matriz asociada f en las bases B ={(111),(110),(10,0)} vy

B, ={(13).(25)}.

c) Hallar una base y la dimensioén de N, e Imf .

SOLUCION:
a)
£(1,0,0)=(3,1
fE01o;—E2 )5) :A—(3 . _4J
[ ] - L] - l _5 3
f (0,0,1) =(-4,3)
b)
11 1
L 5 2Y\(3 2 -4 -7 -33 -13
A'=P'AP, = 11 0=
3 -1)\1 -5 3 4 19 8
100
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c)
N, ={(xy,2)eR*/ f(x,y,2)=(0,0)} = Ax=0
14
3 2 -4\ | (o) [3x+2y-4z=0 |*T17? 14 13
yI|= = = 17 :>Nf= (_Z’_Z!ZJERS/ZER
1 -5 3 0 X-5y+3z=0 13 17717
z y=ro2

N, =((14,1317));dimN, =L;dimImf =dimR® -dimN, =3-1=2=R’

3.- Dadas las aplicaciones lineales f:R®—>R*/f(xy,z)=(x+y,y+2z) y
g:R2 >R (X, y)=(Xx+Yy,Xx=y,Y),

a) Hallar go f .

b) Comprobar que M, =M M, siendo M;, M, y M, las

matrices asociadas a las aplicaciones f, g y gof
respectivamente.
SOLUCION:

a)
gof(xy,2)=0[ f(xy.2)|=g(x+y,y+2)=[(x+y)+(y+2).(x+y)—(y+2),y+2]=
(X+2y+2Z,X+2,y+12)

b)

f(1,0,0)=(110) 1 21 L1 o
£(0,4,0)=(201) (=M, =[1 0 1|=M,M,=|1 -1 (0 ) J
£(0,0,1)=(111) 011

4.- Dada la aplicacion lineal,
fiR° >R/ f(xy,2)=(x-2,-4y+az,—x+ay),VaeR
a) Hallar la matriz asociada a f en la base canonica de R®.
b) Dar los valores de « paralos que f es inyectiva.

c) Para los valores de a en los que f no es inyectiva, hallar las
ecuaciones paramétricas del nacleo y su dimension.

SOLUCION:

a)

f(1,0,0)=(10,-1) 1 0 -1

f(0,1,0)=(0,4,0);=A=| 0 -4 «

f(0,0,1)=(-1«,0) -1 a O
1 0 -1

b) f inyectiva < N, ={0}<rang| 0 -4 o |=3=a’-420ca=-+2
-1 a 0
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c)
1 0 -1)x Xx—2=0 X=21
a=2=>N,={Ax=0}=|0 -4 2|y S {-4y+27=0={y=41 ;dimN, =1
-1 2 0 )\z } -X+2y=0 2=21
1 0 -1 0 X-2=0 X=-24
a=—2:>Nf={Ax:0}:> 0 -4 —2{ 0
0

-1 -2 O —-X—-2y=0 2=-24

5.- Sea la aplicacion lineal, f:M,(R)— R*(R))/ f [)Z( fj: (X=2,y—1).

a) Hallar la matriz asociadaa f en las bases:

B:{G ﬂﬁ ;M; ;J[; SJ}de M,(R) y B'={11),(12)} de

R?(R) .
b) Hallar el ndcleo de f y una base del mismo. ¢Es f un

isomorfismo.?
SOLUCION:

Aplicamos el Teorema de Isomorfia:
f:RY(R) > R*(R))/ f(x,y,z,t)=(x—-2,y-1)
Y hallamos la matriz asociada a f en las respectivas bases canonicas:
10 -1 0
A=
01 0 -1

11

. 2 -1)(1 0 -1 0)1 1

a) A'=P AP , =
R R -1 101 0 -1)j1 1
0

1

(0 -11 2
o001 0 1

o O -
o O O -

b)
N, :{(x, y,z,t)eR*/ f (X, y,z,t):(0,0)} = Ax=0

10 -1 0
01 0 -1

By, ={(1,0,1,0),(0,1,0,1)};dimN, =2

1 0)(0 1
o tambien, Nfz{(i QeR“/x,yeR};BNf:{[l oj'[o 1j};dime:Z

No puede ser un isormorfismo porque los espacios vectoriales tienen distinta
dimension.

0 ~2=0
:(Oj:{);_tzzo = N, :{(x, Y, X, y)eR“,Vx,yeR}

-~ N < X
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6.- Sean V y W dos espacios vectoriales reales y sean {e,e,.e;e,}y
{u,,u,,u;}bases de V y W respectivamente. Considérese la aplicacion
lineal f:V(R)—> W(R)definida por:

f(e,)=u, +u,—4u,

f(e,) =2u, +u, —2u,

f(e;)=3u, +u,

f(e,) =u,+2u,

a) Hallar la matriz asociada a la aplicacién en las bases dadas.
b) Hallar las ecuaciones, una base y dimensién de N, e Imf .

SOLUCION:

1 2 31
a) A=(f(e)|f(e)|f(e)|fle))=| 1 1 10
4 2 0 2
N, ={xeV(R)/f(x)=0e W(R)} = Ax=0
1 2 3 1) (o X—2y+3z-t=0
1110y:0:>x+y+z:0 =
-4 -2 0 3 : 0 —4x—2y+3t=0

b) N, ={(x,y,~x—y,2x+y)e V(R)/x,y e R}
N, =((1,0,-1,2),(0,1,-1,1));dimN, =2;
dimImf =dimV(R)-dimN, =2

7.- Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual
gue dos con coeficientes reales y considérese la aplicacion lineal:

f:VoRYf (ax2+bx+c):(a+b—20,2a+b+c,2a+3b+ac)

Hallar para que valor/es de a, f es unisomorfismo.
SOLUCION:

Aplicamos el Teorema de Isomorfia:
f:R* >R/ f(a,b,c)=(a+b-2c,2a+b+c,2a+3b+ac)

Hallamos la matriz asociada a f en la base candnica de R?

11 -2
A=2 1 1
2 3 «
1 1 -2
f isomorfismo < rangA=3<rang|2 1 1 |=3< a#-9
2 3 «
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8.- Sea V el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales
de grado menor o igual que dos y sea S,(R)el espacio vectorial de las
matrices simétricas 2x2. Se considera la aplicacion lineal:

2a- b
f:V—>SZ(R)/f(ax2+bx+c):( azc ar +°J

a+b+c a

a) Hallar la matriz asociada a f en las respectivas bases candnicas.
b) Hallar el nicleo de f y una base del mismo y su dimensioén.
SOLUCION:

Aplicamos el Teorema de Isomorfia:
f:R*>R%/f(ab,c)=(-2a-c,a+b+c,a)

a)

f(1,0,0)=(-2,11) 2 0 -1

f(0,4,0)=(0,,0) t=A=| 1 1 1

f(0,0,1)=(-110) 1 00

b)
-2 0 -1)(x 0 -2x—-2=0

N, ={Ax=0}=| 1 1 1| y|=|0|=x+y+z=0=N,={0};dimN, =0
1 0 0z 0 x=0
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	Seleccione la respuesta correcta:

