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Introduccion

Normalmente, el concepto de probabilidad lo tenemos asociado a juegos, ca-
sinos, ganar y perder, pero no solo en este &mbito se utiliza la teoria de proba-
bilidad. Por ejemplo, en el estudio de las fluctuaciones que sufre el mercado
de valores, se utiliza la teoria de probabilidades. En el negocio de los seguros
de coches, hay que evaluar las probabilidades de que pasen ciertos incidentes.
También dentro del marco de la ingenieria de telecomunicaciones, el punto de
vista probabilistico es muy importante, por ejemplo, cuando se trabaja sobre

modelos de ruido y el disefio de sistemas para minimizarlo.

Precisamente, en el campo de las telecomunicaciones estamos acostumbrados
a analizar y disefiar sistemas desde un punto de vista estatico, considerando
que las sefiales son deterministas (ya sea en el dominio temporal o frecuen-
cial). Estas técnicas, sin embargo, no consideran que las sefiales o las respues-
tas de los sistemas tengan una variabilidad causada por efectos externos no
considerados, o por la interferencia de sefiales aleatorias como el ruido. La
teoria de la probabilidad y las técnicas de contar nos servirdn para modelizar
todos estos fendmenos que no se pueden caracterizar con expresiones deter-
ministas. Imaginad, por ejemplo, que queremos medir el nimero de llamadas
que llega a una centralita telefénica o que queremos calcular cudl es el tiempo
de vida de un componente electrénico. Estos valores no son fijos y determi-

nados, sino que los caracterizaremos con una cierta probabilidad.

{Coémo podemos saber si un comportamiento o medida son aleatorios o deter-
ministas? Dependera de como lo podamos caracterizar. Una sefial la conside-
raremos determinista cuando se puede definir univocamente por una serie de
parametros que nos permiten reconstruir la sefial exactamente. Por ejemplo,
podemos caracterizar una sefal sinusoidal a partir de su amplitud, frecuencia
y fase. En cambio, cuando tenemos una sefial aleatoria, la caracterizaremos
con una determinada distribucién que nos dard una idea de cémo se com-
porta la sefial, pero para cada realizacion de la sefial aleatoria tendremos una
pequenia variabilidad de los valores que obtengamos. Por ejemplo, en el ca-
so de la llegada de llamadas a una central telefénica, podemos definir cada
cuanto tiempo de media podemos esperar una llamada, pero segin la hora
del dia en la que hagamos las mediciones, la secuencia de llegada de llamadas
no es exactamente la misma. Lo que si sabemos a priori es que llegara una

llamada con una cierta probabilidad.

La teoria de la probabilidad nos da un conjunto de herramientas que nos
permiten analizar y entender todos estos fenémenos asociados al comporta-

miento de sefiales y sistemas complejos, como las comunicaciones, el proce-
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samiento de sefial, el calculo de enlaces o la capacidad de los sistemas para dar

un servicio adecuado.

En este mddulo, veremos algunos de los conceptos basicos en los que se fun-
damenta la teoria de la probabilidad. En el apartado 1, veremos cuales son las
técnicas de contar mds habituales y para qué nos pueden ser tutiles. A con-
tinuacion, en el apartado 2, definiremos qué es la probabilidad y veremos

algunos teoremas importantes.
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Objetivos

Los objetivos que tiene que lograr el estudiante, una vez trabajados los mate-
riales didacticos de este modulo, son:

1. Entender por qué la probabilidad es fundamental en el campo de las tele-

comunicaciones.

2. Conocer las diferentes técnicas de contar y calcular algunos de los pardme-

tros mas importantes.

3. Aprender los conceptos basicos de la teoria de la probabilidad y poner

ejemplos: espacio muestral, suceso y experiencia aleatoria.

4. Aplicar la representacion gréfica a los conjuntos de sucesos y espacios mues-
trales aleatorios.

5. Enunciar y estudiar la ley de Laplace.
6. Entender el concepto de probabilidad condicionada.
7. Estudiar y aplicar el teorema de Bayes.

8. Utilizar los diagramas de arbol para calcular probabilidades.
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1. Técnicas de contar

En muchas experiencias, el cidlculo de una probabilidad esta relacionado con
la cantidad de posibilidades diferentes que tiene un cierto aspecto de la expe-
riencia. Por ejemplo, sabemos que al lanzar un dado perfecto la probabilidad
de que salga un 2 es }, puesto que hay 6 resultados posibles. Sin embargo, este
es un caso muy sencillo y a veces este recuento de resultados no es tan simple.

Pensad, por ejemplo, en una red de telecomunicaciones como internet, for-
mada por un conjunto de direccionadores. Nos podemos preguntar de cuantas
maneras diferentes podemos interconectar dos ordenadores a través de la Red:
podemos elegir el camino mas corto, o el camino menos congestionado. Tam-
bién podemos elegir un camino que esta determinado por nuestro proveedor
de servicios o el camino que introduzca menos errores en la informacién, etc.
Otro ejemplo serian los circuitos multiplexores. En este tipo de circuitos, tene-
mos varias sefiales de entrada y una serie de sefiales de seleccion que nos dan
una determinada sefial de salida. Podemos plantear cudntas combinaciones
posibles nos dan una determinada sefial de salida, o si hay alguna salida que

se dé con mas frecuencia.

Todas estas cuestiones las responderemos estudiando las técnicas de contar
mas basicas. Esto es lo que haremos en este primer apartado del médulo. A

partir de ejemplos, iremos introduciendo los conceptos.

Ejemplo 1.1

Empecemos pensando en un conjunto de 10 elementos: A = {0,1,2,...,9}. Considere-
mos una secuencia de 4 elementos, ordenados y con repeticion, de este conjunto: mues-
tra de tamarno 4. Escribimos 5 muestras de ejemplo, que denominamos: my, my, ms, my
y ms. Veamos estas 5 muestras de ejemplo:

my = 1123, my =7161, m3 = 8032, my = 0823, ms = 1965.

Nos fijamos en algunos aspectos. Algunas muestras tienen elementos repetidos, como
my y my. Y hay muestras cuya tnica diferencia es el orden de los elementos, como m3 y
my. A la hora de contar el nimero de muestras que podemos hacer, deberemos tener en
cuenta estos aspectos.

A continuacion, veremos los tipos de muestras de elementos m que se pueden

formar en un conjunto de elementos A = {a;,ay, ... ,dn}.

Nota

Observad el ejemplo 1.1 en
los tres pardmetros que
debemos tener en cuenta:

e Ndmero de elementos
del conjunto total.

e Tamafio de la muestra o
ndmero de elementos
gue tomamos en una
realizacién del proceso.

e Ndmero de muestras o
ndmero de veces que
hacemos el experimento.
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Definicion 1.1. Muestra de tamaifio m, ordenada y sin repeticion (o
reemplazo). Consiste en una secuencia de elementos del conjunto A
en la que no podemos repetir los elementos del conjunto A4, y si tene-
mos dos muestras con los mismos elementos pero ordenados de manera

diferente, las consideramos diferentes.

Ejemplo 1.2

Repeticion y reemplazo

En una empresa se dispone de tres ordenadores para hacer presentaciones. Se trata de
ordenadores, con caracteristicas diferentes, que denominamos A4, By C. Queremos elegir Las palabras repeticién y
dos de ellos para dos pr.esent/aaones, una del dl{ector y una del subdirector, que se ha.re/m reemplazo se utilizan

en lugares diferentes, simultdneamente. ;De cuantas maneras podemos hacer la eleccion

indistintamente. La palabra

de ordenadores? repeticién nos dice que puede
) haber elementos repetidos

Se trata de una muestra de tamafio 2, ordenada, sin repeticiéon. Es ordenada porque dentro de una misma

el hecho de que el director utilice A y el subdirector utilice B es diferente de que el muestra. También se utiliza la

director utilice B y el subdirector, A. No hay repeticién porque, al ser el uso simultaneo, palabra reemplazo porque

no pueden utilizar el mismo ordenador. este hecho, a veces, esta

vinculado a la manera en que
Las posibles elecciones son: AB, BA, AC, CA, BC, CB (donde, por ejemplo, el primer se ha hecho la experiencia.

ordenador corresponde al director). Por ejemplo, si en una
’

experiencia tenemos que
sacar dos cartas de una baraja
y después de quitar la
primera carta anotamos el
Definicion 1.2. Muestra de tamano m, ordenada y con repeticion (o resultado y la volvemos a
dejar en la baraja
(reemplazo), en la segunda
en la que podemos repetir los elementos del conjunto 4, y si tenemos extraccién podemos obtener
la misma carta que antes.

reemplazo). Consiste en una secuencia de elementos del conjunto A4,

dos muestras con los mismos elementos, pero ordenados de manera

diferente, las consideramos distintas.

Ejemplo 1.3

Continuando con el anterior ejemplo, ahora tenemos que decidir qué ordenadores se
utilizaran en dos presentaciones que el subdirector debe hacer el primer y el altimo dia
de una feria de empresas.

Ahora se trata de una muestra de tamario 2, ordenada, con repeticién. Es ordenada por-
que utilizar A el primer dia y utilizar B el altimo dia no es lo mismo que utilizar B el
primer dia y A, el altimo dia. Hay repeticién porque, al ser dias diferentes, se puede
utilizar el mismo ordenador.

Las posibles elecciones son: AA, AB, AC, BA, BC, BB, CA, CB, CC (donde, por ejemplo, el
primer ordenador corresponde al primer dia).

Definicion 1.3. Muestra de tamaiio m, no ordenada y sin repeticion
(o reemplazo). Consiste en una secuencia de elementos del conjun-
to A en la que no podemos repetir los elementos del conjunto A, y si
tenemos dos muestras con los mismos elementos, pero ordenados de

manera diferente, las consideramos la misma.
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Ejemplo 1.4

En la empresa de los ejemplos anteriores, se decide ampliar la memoria de dos de los
tres ordenadores disponibles. ;De cudntas maneras se puede hacer la eleccion de estos
ordenadores?

Ahora se trata de una muestra de tamarfio 2, no ordenada, sin repeticién. Es no ordenada
porque cada ordenador puede estar o no en la muestra, pero el orden en el que lo po-
nemos es irrelevante. No hay repeticién porque la ampliacién de memoria la hacemos a
dos ordenadores diferentes.

Las posibles elecciones son: AB, AC, BC. Para escribir las configuraciones hay que elegir
un orden, naturalmente, pero se entiende que hubiéramos podido escribir BA en lugar
de AB para indicar que la ampliacién de memoria la haremos a los ordenadores A y B.

Definicion 1.4. Muestra de tamafio m, no ordenada y con repeticion
(o reemplazo). Consiste en una secuencia de elementos del conjunto A
en la que podemos repetir los elementos del conjunto A, y si tenemos
dos muestras con los mismos elementos, pero ordenados de manera

diferente, las consideramos la misma.

Ejemplo 1.5

La empresa de los anteriores ejemplos tiene presupuesto para hacer dos ampliaciones
de memoria de 4 Gb cada una, aplicables, si se quiere, al mismo ordenador. ;Cuantas
opciones tenemos ahora?

Ahora se trata de una muestra de tamafio 2, no ordenada, con repeticién. Es no ordenada
porque cada ordenador puede estar o no en la muestra, pero el orden en que lo ponemos
es irrelevante. Hay repeticion porque las dos ampliaciones de memoria se pueden aplicar
al mismo ordenador.

Las posibles elecciones son: AB, AC, BC, AA, BB, CC. Con AB, indicamos que ampliamos
4GbaAy4GbaB, con AA ampliamos 8 Gb a A4, etc.

Veamos cudntas muestras podemos formar de cada uno de los tipos anteriores.

1.1 Muestras ordenadas con repeticion.

Variaciones con repeticion

Si nos fijamos en el ejemplo 1.1, podemos pensar que para formar una muestra
de este tipo tenemos que llenar m = 4 posiciones. En la primera posicion,
podemos poner cualquiera de los 10 elementos del conjunto A, y tenemos
10 posibilidades. Una vez hemos llenado la primera posicion, en la segunda
posicién también podemos poner cualquiera de los 10 elementos del conjunto
A, y para cada una de estas posibilidades tenemos 10 diferentes de la primera
posicioén. Siguiendo este razonamiento, vemos que podemos formar 10-10-10-
10 muestras. Lo denominamos variaciones con repeticion de 10 elementos
tomados de 4 en 4, VR4 = 10*.
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En general, si partimos de un conjunto A = {a;,ay, ...,a,} con n elemen-
tos, el nimero de muestras de tamano m ordenadas y con repeticion

que se pueden formar es:

Wn,m = nm (1)

Ejemplo 1.6
(Cudantas palabras de tamarfio 3 se pueden formar con los elementos del conjunto {0,1}?

En un conjunto de 2 elementos, tenemos que encontrar las muestras de tamafio 3 orde-
nadas y con repeticién, VR 3 = 23 = 8.

000 001 010 100 O11 101 110 111

1.2 Muestras ordenadas sin repeticion. Variaciones.

Permutaciones de 7 elementos

Volvamos al ejemplo 1.1. A partir del conjunto A = {0,1,...,9}, queremos
formar muestras de tamafio 4 que no tengan elementos repetidos. Debemos
llenar m = 4 posiciones. En la primera posiciéon, podemos poner cualquiera de
los 10 elementos del conjunto A, y tenemos 10 posibilidades. Una vez hemos
llenado a la primera posicién, en la segunda posiciéon solo podemos poner 9
elementos del conjunto A, puesto que no podemos repetir el elemento que he-
mos puesto en la primera posiciéon. Siguiendo este razonamiento, vemos que
podemos formar 10-9-8-7 muestras. Denominamos esta cantidad variaciones
de 10 elementos tomados de 4 en 4, Vip4 =10-9 -8 -7 =5.040.

En general, si partimos del conjunto A = {ay,dy, ...,as}, el nimero de
muestras de tamafio m (m < n) ordenadas y sin repeticion que se
pueden formar es

n!

Vn,m=n(n—1)-~~(n—m+1)=m

2)

En el caso particular de que m = n, Vy, = n(n-1)---1 = nl, factorial de n.
Este nimero nos da las maneras de ordenar n elementos. Para el caso n =0, se
adopta el convenio 0! = 1.

Factorial de un nimero

El factorial de n se expresa
como n!y es igual a
nn-1)mn-2)---2-1.
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Ejemplo 1.7

Disponemos de 4 periféricos diferentes (un ratén, a; un disco duro, b; un escéner, ¢; y una
camara web, d) y un ordenador que tiene 3 puertos USB diferentes (P1,P,,P3). ;Cudntas
posibilidades tenemos de establecer las conexiones?

Sea el conjunto de los 4 periféricos, A = {a,b,c,d}. Una muestra la podemos pensar como
acb, en la cual la posicién de la letra indica un puerto determinado. Por ejemplo, si
consideramos la muestra ach queremos indicar que el ratén, a, esta en el puerto P;, el
escaner, ¢, en el puerto P, y el disco duro, b, en el puerto P3. Si pensamos en cab, es una
muestra diferente de la anterior, puesto que ahora es el escaner, ¢, el que estd en el puerto
P;. Tenemos que contar el nimero de muestras de tamario 3, ordenadas y sin repeticién,
que se pueden formar en un conjunto de 4 elementos. De este modo, V43 =4-3-2 = 24.

Estas son todas las muestras:

abc acb bac bca cab cba
abd adb bad bda dab dba
acd adc cad «cda dac dca

bcd bdc <¢bd <cdb dbc dcb

1.3 Muestras no ordenadas sin repeticion. Combinaciones

Nos fijamos en el ejemplo 1.7 y lo modificamos ligeramente.

Ejemplo 1.8

Tenemos que conectar periféricos a 3 puertos iguales (indistinguibles) y disponemos de
4 periféricos distintos. ;Cudntas posibilidades tenemos?

Si nos fijamos en las muestras que hemos escrito en el ejemplo 1.7, observamos que en
este nuevo ejemplo todas las muestras que hay en una fila son la misma, puesto que lo
Unico que importa es el conjunto de tres periféricos que hemos elegido para conectar.
Por lo tanto, debemos dividir el nimero de muestras que tenemos en una fila por 3!.
Vi3 24

=—=4.

Tenemos, pues,
PUes 37 =%

abc abd acd bcd
Denominamos combinaciones de 4 elementos tomados de 3 en 3:

4) _ Va3 _4

Cy3 = (3 =3

En general, en un conjunto de n elementos, el nimero de muestras de

tamafo m (m < n) no ordenadas y sin repeticion es

n\ nn-1)---n-m+1) _ n!
mj m! " ml(n-m)!

Tal y como hemos comentado, el nimero combinatorio (;;) nos da el nimero
de subconjuntos de m elementos que podemos formar de un conjunto que
tiene n.

Nimero combinatorio

El nimero combinatorio
Conm = () se lee n sobremy
lo utilizaremos para calcular
el nimero de combinaciones
de n elementos tomados de
m en m.

También se denominan
ntimeros binomiales por su
presencia en el binomio de
Newton.
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Propiedades de los nimeros combinatorios

Las siguientes propiedades se pueden demostrar a partir de la definicién de
(;»), teniendo en cuenta las propiedades del factorial: 0! = 1y n! = n(n-1)!. Aqui

damos demostraciones alternativas, basadas en razonamientos combinatorios.

n
9

Para probarlo, pensemos que el namero de subconjuntos de O elementos que

1)

tiene un conjunto de elementos 7 es 1, el conjunto vacio. Imaginad que tene-
mos una bolsa con un conjunto de bolas. Solo tenemos una manera de tomar

cero elementos, y es no tomando ninguno.

2)

n
-

Esta igualdad es evidente, puesto que el namero de subconjuntos de 1 elemen-
to que tiene un conjunto de n elementos es n. Si, por ejemplo, disponemos
de una bolsa en la que tenemos 10 bolas, el nimero de maneras de sacar una
bola es 10.

3)

ERES

Para hacer la prueba, llevamos a cabo el razonamiento siguiente: podemos
formar el mismo namero de subconjuntos de m elementos que de n—m ele-
mentos, puesto que cada vez que contamos un subconjunto de m elementos
también estamos contando un subconjunto de n—m elementos, n = m+(n-m).
Observad también la férmula que hemos utilizado para calcular el nimero de
muestras de tamafio m que podemos obtener de un conjunto de n elementos.
En el denominador tenemos la expresion m!(n — m)!, que también podemos

expresar como (n—m)!m!

4)

Q)
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Para hacer la prueba, pensemos en un conjunto A que tiene n elementos. Si
nos fijamos en un elemento en concreto, x, podemos escribir el conjunto A
como una union A = (A-{x})u{x}. El nimero de subconjuntos de m elementos
que podemos formar en A serd la suma de los subconjuntos que no tienen x

mas los que si tienen x.

e El ntmero de subconjuntos con m elementos en los que no hay x es (";nl),
puesto que tomamos los elementos m del conjunto A —{x}, que tiene n-1
elementos.

¢ Los subconjuntos de m elementos que tienen x los formamos afiadiendo al
elemento x m—1 elementos del conjunto A-{x}, que tiene n—1 elementos,
estoes, (71).

Es decir, es como si sacamos una de las bolas de la bolsa, contamos cuantas
combinaciones posibles podemos formar con las bolas restantes y después
contamos las combinaciones posibles del resto de las bolas con la que hemos
sacado*.

1.4 Muestras no ordenadas con repeticion

Ejemplo 1.9

Tenemos 4 bolas iguales y las queremos poner en 3 cajas diferentes. ;Cudntas posibilida-
des tenemos?

Si nombramos las cajas como A, By C, pensamos la muestra AAAA como el caso en el
que las 4 bolas se encuentran dentro de la caja A, la muestra AABB, como el caso en
el que hay dos bolas en la caja A y las otras dos en la caja B. La muestra AABB es la
misma que BABA, puesto que las bolas son iguales (indistinguibles), y por lo tanto solo
la tenemos que contar una vez. Vemos que desde este punto de vista (primer modelo),
tenemos muestras de tamafo 4 (bolas indistinguibles) con repeticién y no ordenadas.
Ahora bien, para calcular la cantidad de muestras de este tipo, es mejor pensar cada una
de estas muestras desde otro punto de vista (segundo modelo). Pensemos que tenemos
que llenar 6 espacios con 4 simbolos del tipo e y 2 simbolos del tipo |. La razén de que
sea asi la veremos a continuacién: nos imaginamos las tres cajas siguiendo este orden,
A|B|C, y ahora, para simplificar, solo hace falta que nos imaginemos las separaciones
entre las cajas. Cada simbolo | representa una separacién entre dos cajas consecutivas y,
por lo tanto, solo necesitamos 2 separaciones. De las 6 posiciones que tenemos, elegimos
dos para poner las separaciones y en las otras posiciones ponemos los simbolos e. Lo que
acabamos de explicar lo podemos ver en algunas muestras:

primer modelo segundo modelo

llenamos 6 espacios . .
posiciones de las separaciones

1 2 3 4 5 6
AAAA o o o o | | 15,6}
AAAB e o o | o | {4,6}
AABC o o | o | o {3,5}
ccee | | o o o o {1,2}

Cada muestra queda caracterizada por la posicion de las dos separaciones entre las 6 que
podemos elegir. Observemos que el namero de posiciones para elegir es la suma (bolas
+ separaciones) = 4 + (3 - 1) = 6. Fijaos que (3 - 1) es la forma de calcular el namero de

* Observad que el término es
m -1, porque una de las bolas
ya la hemos sacado
previamente.
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separaciones dadas 3 cajas (en general, dadas r cajas el namero de espacios o separaciones
seria r—1). Dar dos posiciones es lo mismo que dar un subconjunto de elementos 2 dentro
de un conjunto de elementos 6. Por lo tanto, lo que estamos contando es el namero
de subconjuntos de 2 elementos que podemos formar en un conjunto de 6 elementos,

(3'5*4) = (g) = (2) = 15. El hecho de que (g) = (Z) refleja que es lo mismo empezar

eligiendo la posicién de las separaciones que la posicién de las bolas.

AAAA  BBBB CCCC AAAB AAAC BBBA
BBBC CCCA CCCB AABB AACC BBCC
AABC BBAC CCAB

En general, en un conjunto de n elementos, el nimero de muestras de

tamafio m, no ordenadas y con repeticion, es:

-1 -1
(Rn,m = Cn—1+m,m = (n m+ m) = (7’1 I’l—-; m) (8)

Las denominamos combinaciones con repeticion de n elementos to-

mados de m en m.

1.5 Otros ejemplos
Caminos en un reticulo

Se quieren conectar (cablear) los puntos A y B, de forma que el camino siga
la cuadricula que marca el dibujo. Solo estd permitido ir a la derecha (1) y
arriba (0). En el grafico tenéis representado uno de los caminos posibles, que
estaria descrito por la secuencia 110000011110.

Figura 1. Cuadricula con los caminos posibles Figura 1
entre Ay B

Queremos conectar los
puntos A y B. ;De cuéntas
B maneras lo podemos hacer?

1) Calculad el namero de caminos posibles entre A y B.

Queremos conocer el namero de muestras del tipo 110000011110, en el que
debemos mantener el niimero de ceros. Cada O ocupa una posicién que es de-
terminada por un nimero del conjunto A = {1,2,...,12}; asi pues, a la mues-
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tra 110000011110 le hacemos corresponder el subconjunto de 6 elementos

{3,4,5,6,7,12}. El namero de subconjuntos de 6 elementos que podemos for-

mar con los elementos de A es (162> =924.

2) Calculad el nimero de caminos posibles entre A y B que pasan por C.

De A a C hay <§> posibilidades, yde Ca B (Z) posibilidades. En total, habra

-

3) Calculad el namero de caminos posibles entre A y B que pasan por C y

() ()

Soluciones enteras de una ecuacion

por E.

Considerad todas las soluciones de la ecuacién x; + xp + X3 + x4 = 50, en la
que x1,x2,x3,X4 toman valores enteros no negativos (x; > 0). Para resolver este
problema, podemos pensar que se trata de 50 bolas que tenemos que repartir
en 4 cajas.

1) ;Cudantas soluciones hay?

Es un problema similar al del ejemplo 1.9.

2) ;Cuantas soluciones hay en las que una y solo una de las incégnitas sea 0?

Una caja queda vacia (4 posibilidades). Ponemos una bola en cada una de las
otras tres cajas, para asegurar que no quedan vacias. Finalmente, repartimos

las 50 - 3 bolas restantes de manera arbitraria en estas tres cajas.

(50-3)+3-1\ _
4( 5 >_4.704.

3) ;Cudntas soluciones hay de forma que x1,x2,X3,x4 tomen valores pares?

Expresamos x; = 2y; y obtenemos la ecuacion y; +y, +y3 +y4 = 50/2. Tal y como
hemos hecho en el primer apartado, se obtiene:

50 L4
(2‘:_41 1) = 3.276.
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4) ;Cuantas soluciones hay de forma que x1,x,,x3,X4 tomen valores impares?

Expresamos x; = 2y; + 1 y obtenemos la ecuacién y; + y, + ¥3 + ya = (50-4)/2.

Tal y como hemos hecho en el primer apartado, se obtiene:

S04, 4
( z 1) = 2.600.

Fichas en una cuadricula

Queremos llenar la cuadricula siguiente con 4 fichas diferentes.

Figura 2. Cuadricula definida para Figura 2
llenarla con 4 fichas diferentes

Queremos llenar la cuadricula
1 2 3 4 5 de la figura con 4 fichas
diferentes. ;De cuéntas

maneras distintas lo podemos
a hacer?
b
d
(S

1) ;De cudntas maneras lo podemos hacer si podemos poner todas las fichas

que queramos dentro de un mismo cuadro? VRys 4 = 25% =390.625.

2) ;De cuantas maneras, si cada cuadro solo puede tener como maximo una
ficha? Vys54=25-24-23-22 =303.600

3) ¢De cuantas maneras, si cada cuadro solo puede tener como maximo una
ficha y queremos dejar una sola fila vacia? 5-20-15-10-5=75.000. (5 por la
posible fila vacia. 20 por la primera ficha, 15 por la segunda ficha, etc.)
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2. Espacio de probabilidad

En muchas situaciones tenemos interés en experimentos, procesos, etc. cu-
yo resultado no puede ser predicho con certeza. Los juegos de azar nos dan
ejemplos de este tipo. No sabemos qué resultado sacara el dado o qué cartas
han llegado a un jugador. En un contexto tecnolégico, encontramos también
muchos ejemplos de este tipo. No sabemos cuantos usuarios accederdn a un
servidor o ignoramos el tiempo que durarad un dispositivo antes de fallar. En
campos como el dimensionado de redes de comunicacién o el control de ca-
lidad, dependemos de factores sometidos a variaciones que no podemos con-

trolar ni predecir exactamente.

La teoria de la probabilidad nos da modelos en los que podemos cuantificar
la incertidumbre y actuar a partir de unos niveles de confianza que sabemos
calcular. Por ejemplo, en el &mbito industrial podemos determinar unos mo-
dos de produccién que nos aseguren que la probabilidad de estar fuera de los
margenes aceptables sea bastante pequefia. En el terreno de las telecomunica-
ciones, podemos analizar la frecuencia de aparicién de errores en la transmi-
sion de datos y diseflar procedimientos que reduzcan estas probabilidades de

€ITOor.

El formalismo de la teoria de la probabilidad conecta con la realidad a través
de la idea de experimento aleatorio. Cierto experimento produce un resulta-
do que no sabemos predecir. Cuando repetimos el experimento (en iguales
condiciones, por lo tanto), se observa que el resultado va variando. Ademas
del resultado del experimento (por ejemplo, los dos valores obtenidos al tirar
dos dados), nos fijamos en si cierto hecho se ha producido o no (por ejemplo,
;es la suma de los dos dados anteriores igual a 57?). Estos acontecimientos o
sucesos son los elementos centrales en la teoria de la probabilidad.

Adoptamos el criterio de que una experiencia aleatoria se tiene que poder re-
petir un nimero indefinido de veces (un namero grande, en la practica) y
aceptamos el hecho, verificado empiricamente, de que si bien no podemos
predecir en qué o en cudntas ocasiones pasard nuestro acontecimiento A en
una serie N de repeticiones del experimento, si N4 es el niimero de veces que A
ha pasado, el nimero N, /N (frecuencia) se estabiliza hacia un valor constante
cuando N es muy grande. Este valor es lo que denominamos la probabilidad de
A: P(A). Por ejemplo, si lanzamos los dos dados 1.000 veces y resulta que la su-
ma de los dos vale 5 en 119 ocasiones, la frecuencia ha sido 119/1.000 = 0,119.
La teoria de la probabilidad nos permitira razonar cual deberia ser la proba-
bilidad P de que la suma de los dos dados valga 5 y la frecuencia observada,
0,119, no tendria que ser muy diferente de este ntimero. Si obtuviésemos esta
frecuencia con un ntimero mas alto de tiradas (100.000, por ejemplo), el valor
se acercaria mas aan a la probabilidad P.
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Supondremos que conocemos todos los resultados posibles, y que las condi-
ciones de la experiencia aleatoria son estables. A lo largo de la historia, se han
propuesto varias definiciones matematicas de probabilidad (motivadas prin-
cipalmente por los juegos de azar). Sin embargo, hasta principios del siglo
XX no se introduce el modelo probabilistico de manera axiomaética, y asi se

formalizan todas las ideas anteriores.

En este apartado, veremos los conceptos bésicos de la teoria de las probabili-
dades y también algunos teoremas importantes.

2.1 Experiencia aleatoria y sucesos. Operaciones basicas
y propiedades

Definicion 2.1. Supongamos que al repetir una determinada experien-
cia en iguales condiciones, podemos obtener un conjunto de resultados
diferentes. Decimos que la experiencia es aleatoria si es imposible pre-
decir su resultado.

Por ejemplo, las siguientes son experiencias aleatorias:

e Observacién del tiempo que tarda un aparato nuevo en estropearse.

e Observacién del tiempo de vida de un paquete en una red.

e Observacién del namero de peticiones que llegan a un servidor no sobre-
cargado.

e Observaciéon del niimero de saltos de un mensaje en una red de telecomu-

nicaciones.

Ejemplo 2.1

Al lanzar un dado, podemos obtener un resultado cualquiera entre {1,2,3,4,5,6}, pero no
podemos predecir cudl. Se trata de una experiencia aleatoria. El conjunto formado por
todos los resultados posibles, Q = {1,2,3,4,5,6}, se denomina espacio muestral.

Definicion 2.2. Denominamos espacio muestral, Q, al conjunto de
resultados posibles de una experiencia aleatoria.

Definicion 2.3. Dado un espacio muestral, 2, denominamos suceso
0 acontecimiento, A, a cualquier subconjunto del espacio muestral,
A C Q. Un suceso se denomina elemental cuando tiene un tnico ele-
mento.

Experimentos y
resultados

Podemos definir un
experimento como una
accién o conjunto de
acciones que hacemos para
obtener un resultado. Un
resultado es la realizacién de
uno de los valores posibles
que nos podria dar el
experimento.

<Pasa A>

Si A es un suceso, decimos
que <pasa A> cuando el
resultado del experimento es
un elemento del
subconjunto A.
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Un suceso se expresa habitualmente a través de una proposicidon que sera cier-
ta 0 no segun cudl sea el resultado del experimento (proposicion logica). En-
tonces, el suceso viene dado por el subconjunto formado por los resultados

que hacen que la proposicion sea cierta.

Ejemplo 2.2

Continuemos con el ejemplo del dado, el ejemplo 2.1. Definiremos algunos sucesos dan-
do una proposicion que los describe y el subconjunto correspondiente:

Suceso A: A = {sale un namero par} = {2,4,6}.

Suceso B: B = {sale un namero mayor que 3} = {4,5,6}.

En este ejemplo, tenemos 6 sucesos elementales o sucesos que tienen un solo elemento:
{1}, {2}, {3}, {4}, {S} y {6}

Ejemplo 2.3

Recibimos un mensaje binario (formado con elementos de {0,1}), de longitud 3 (o de
tamano 3).

e El espacio muestral  es el conjunto de todos los resultados posibles, es decir, todos
los mensajes posibles de 3 bits que podemos recibir. 2 = {000,001,010,100,011,101,
110,111}. Dado que tiene 8 elementos, decimos que el cardinal de Q2 es 8 y escribi-
mos | 2 |=8.

Notacién

Observad la notacién.

e Ahora definimos algunos sucesos: A = {000,001,010}, B = {mensajes con uno solo 0}, {000,001,010} =
C={011,101}, D ={010,100,011,111}. {010,000,001}. No importa

el orden en el que escribamos

los elementos de un

Si os fijais, los diferentes sucesos que definimos son subconjuntos del conjunto conjunto.

de todos los resultados posibles (o0 espacio muestral) Q. Ahora veremos algunos
conceptos basicos de la teoria de conjuntos que nos ayudardn a la hora de

trabajar con los sucesos y asignarles probabilidades.

Conjuntos oy Q

Definicion 2.4. Definimos los siguientes conceptos (4, B, ..., son sub- Observad que los conjuntos

conjuntos del espacio muestral 2, es decir, A,B, ... C Q): @y Q2 son complementarios.
En general, A y A€ son
disjuntos.

e A° (conjunto complementario de A) es el conjunto que tiene por

elementos todos los elementos de 2 que no son de A. Es decir, A° =
<no pasa A>.

e AUB (A union B) es el conjunto que tiene todos los elementos de A
y también los de B.

* A N B (A interseccion B) es el conjunto que tiene todos los elemen-
tos de A que a la vez también son de B.

* o es el conjunto vacio y Q es el conjunto total.

e Decimos que dos conjuntos A y B son disjuntos cuando no tienen
ningan elemento en comun, es decir, AN B = &.
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e Decimos que los conjuntos Aj,A4,, ...,A, forman una particion de
Q cuando los conjuntos son disjuntos de dos en dos, y la unién de
todos es el conjunto total. Es decir,

n
AinAj=@ para i#j y (JAi=q.
i=1

Ejemplo 2.4

En este ejemplo representamos una particién, Aq, Az, A3, A4, As, de un conjunto Q =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, con A; = {1}, Ap = {2,3}, A3 = {4,5,6}, Ay = {7,8} y As = {9,10}.
La unién de todos es el total, A U Az UA3 UAy UAs =, y la interseccién entre dos
cualesquiera es vacia. Veamos dos representaciones de esto.

Figura 3. Los conjuntos A1, Az, A3, Ay y As
forman una particién del conjunto total

Q

Figura 4. Distribucién de los elementos del conjunto €2 en
diferentes subconjuntos o sucesos y que forman una particién

Q

Veamos las definiciones anteriores en términos probabilisticos. Para ilustrar
cada definicién, supondremos que en el experimento de tirar un dado al aire,
el suceso A consiste en obtener un namero par y el suceso B, en obtener un

ntmero menor o igual que 3:

¢ El suceso contrario de A es el conjunto complementario A€, y se lleva a
cabo cuando no lo hace A. En nuestro ejemplo del dado, A° se da cuando

obtenemos un resultado impar. Corresponde a la negacion logica.

Particion de un conjunto

Imaginad que el conjunto
es un pastel que tenemos que
repartir entre diferentes
personas. Esto serfa un
ejemplo de particién, ya que
los pedazos en los que
dividimos el pastel son
disjuntos (no se superponen)
y la suma de todos los trozos
es el pastel entero (el espacio
muestral Q).

Figura 3

Ejemplo de particién de un
conjunto total, Q.

Figura 4

Distribucion de los elementos
del conjunto Q2 en diferentes
subconjuntos o sucesos y que
forman una particion.




© FUOC e PID_00279835 23 Introduccion a la probabilidad

¢ El suceso A U B se produce si pasa A, pasa B o pasa A y B al mismo tiempo.
En el ejemplo del dado, esto ocurre si obtenemos un namero par o bien un
numero menor o igual que 3. Es decir, AU B = {1,2,3,4,6}. Observad que
cuando obtenemos un 2, se dan los dos sucesos, A y B, a la vez. Correspon-

de a la <o> logica.

e FEl suceso A N B se produce si pasa A y B al mismo tiempo. En nuestro
ejemplo, AN B = {2}. Corresponde a la <y> logica.

e o es el suceso imposible y Q es el suceso seguro. Si tiramos un dado,
obtenemos un resultado entre 1 y 6 y es imposible obtener un ntmero
fuera de este rango. Q = {1,2,3,4,5,6}. Es seguro que obtendremos alguno

de estos valores.

¢ Decimos que A y B son dos succesos incompatibles cuando no pueden
pasar al mismo tiempo porque no tienen ningtn elemento en comuan. Es
decir, AN B = @. Si definimos C = {1}, Ay C son disjuntos porque si lanza-
mos un dado, no se pueden dar los dos sucesos a la vez.

e Decimos que A1,A4,, ...,A; forman un sistema completo de sucesos si for-

man una particién. Por ejemplo, si definimos un tercer suceso D = {3,5}:

A ={par}, C={1} y D = {3,5} forman un sistema completo de sucesos.

Los conceptos anteriores los hemos resumido en la tabla siguiente.

En términos de probabilidad En términos de conjuntos Notacion
Suceso seguro Conjunto total Q
Suceso imposible Conjunto vacio %)
Suceso contrario Conjunto complementario AC, también A
AyB Interseccién ANB
AoB Unién AUB
Sucesos incompatibles Conjuntos disjuntos ANB=9o
Sistema completo de sucesos Particion de AiNAj=0o
Uidi=Q
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Ejemplo 2.5

Considerando el espacio muestral (mensajes binarios recibidos de tamafio 3) y los sucesos
del ejemplo 2.3, podemos escribir:

Complementario de A: A¢={011,100,101,110,111}.

A unién B: A U B =4{000,001,010,011,101,110}.
A unién C: AU C={000,001,010,011,101}.
A interseccion C, ANC=a.

2.2 Definicion axiomatica de probabilidad. Espacio finito
equiprobable

El resultado de una experiencia aleatoria no se puede prever con certidumbre.
La teoria de la probabilidad da un peso a cada acontecimiento, es decir, un
numero que evalda la certeza que tenemos de que un resultado se dé.

Definicion 2.5. Consideramos una experiencia aleatoria con espacio
muestral Q. Una probabilidad sobre © es una aplicaciéon que a cada
subconjunto A C Q le asigna un namero real, P(A), que verifica:

1) La probabilidad es un namero que siempre esta entre O y 1:

0 < P(A) < 1. )

2) La probabilidad del espacio muestral 2 es 1, puesto que este conjun-
to contiene todos los resultados posibles de nuestro experimento.
Tomamos este 1 por convenio y decimos que la probabilidad es not-

malizada a 1:

PQ) = 1. (10)

3) Si los conjuntos A y B no tienen ningtn elemento en comun, la
probabilidad de que pase el suceso A o el suceso B es la suma de
probabilidades:

ANB=2 = P(AUB)=P(A)+P(B). (11)

Decimos que tenemos un espacio de probabilidad cuando tenemos un con-

junto Q en el que hemos definido una probabilidad.
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De los axiomas anteriores, se deducen las siguientes propiedades:

Propiedades de la probabilidad:

1) P(@) = 0. La probabilidad del suceso imposible es 0. Cuando hacemos
un experimento aleatorio, obtenemos algtin resultado que pertenece al
espacio muestral , y por lo tanto no se puede dar el acontecimiento .

2) Dado un suceso cualquiera A, se verifica

P(A%) = 1-P(A). (12)

3) Dados dos sucesos A y B, la probabilidad del suceso A unién B la
podemos expresar cOmo:

P(A UB) = P(A) + P(B) - P(A N B). (13)

Observad la figura 5. Si queremos encontrar la probabilidad del conjun-
to P(AUB), tenemos que considerar la probabilidad de A, la probabilidad
de B y restar una vez la probabilidad de P(A N B), puesto que si no, la
estarfamos contando dos veces.

A continuacién, demostramos las tres propiedades.

Empezamos por la segunda. A N A° = @. Por el axioma 3 de la probabilidad
P(AUA®) =P(A) + P(A). Ast:

P(A) + P(AS) = P(AU AS) = P(Q) = 1.

Para obtener la primera, consideramos que @ = Q¢ y aplicamos (12):

P(2) = P(Q) = 1-P(Q) = 0.

Hacemos ahora la prueba de la tercera propiedad. Ponemos el conjunto A

como unién de dos conjuntos disjuntos,

A=ANB)UANB). (14)
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Es decir, el conjunto A lo podemos reescribir como la unién de dos conjuntos:
el conjunto (A N B) (en la figura 5 corresponde a la parte en gris oscuro) y
el conjunto (A N B°), que es todo el conjunto A menos la parte que tiene en
comun con B (en la figura 5 corresponde a la parte en gris claro).

Figura 5. Representacién de ANB°y ANB Figura 5

Representacion grafica del
conjunto A U B (A unién B).
Calcularemos cual es la
probabilidad de este suceso.

Dado que tenemos una unién de dos conjuntos disjuntos (lo podemos ver en
la figura), la probabilidad es suma de probabilidades:

P(A) = P(A N B) + P(A N BY). (15)

De manera parecida, escribimos AUB como unién de dos conjuntos disjuntos:

AUB=(ANB)UB.

Entonces,

P(AUB) = P(AN B + P(B). (16)

De las ecuaciones (15) y (16) obtenemos P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B).

Definicion 2.6. Un espacio finito equiprobable es aquel donde el es-
pacio muestral es un conjunto finito Q = {a;,az, ...,an}, en el que cada
uno de los sucesos elementales tiene la misma probabilidad. Asi,

P({a1}) =P({az}) = --- =P({an}) = p,
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y dado que se tiene que verificar que

P({ar}) +P({az}) +---+ P({an}) =np =1,

se tiene que la probabilidad de cada suceso elemental es P({a;}) = %

Volvamos a la experiencia de lanzar un dado al aire. El espacio muestral Q

estd formado por @ = {1,2,3,4,5,6}. Por simetria del dado, cada uno de los

1
n’

resultados tiene la misma probabilidad de salir, y esta probabilidad es p =

en la que n es el nimero de elementos del espacio muestral. En este caso,

p=3

Ahora ya sabemos como podemos calcular la probabilidad de un suceso ele-
mental en un espacio equiprobable. Vayamos un paso mas alld. Ahora cal-
cularemos la probabilidad de un suceso cualquiera A del espacio equiproba-
ble Q. Si A tiene k elementos x1,xy, ..., decimos que su cardinal vale k y
escribimos |A| = k. Entonces podemos escribir A como unién de aconteci-
mientos elementales, que son disjuntos entre si: A = UX, {x;}. Aplicando (11):
P(A) = 3K P({x}) = 5, L = K Notamos que |22 = 1. Asi hemos llegado a la

ley de Laplace.

Ley de Laplace

En un espacio equiprobable, la probabilidad de un suceso A es el co-
ciente entre el namero de elementos de A y el namero de elementos
del espacio muestral. Se acostumbra a decir

|A| _ namero de casos favorables

Pa) = |2 ~ namero de casos posibles (17

Ejemplo 2.6

Consideremos la experiencia de tirar una moneda tres veces seguidas (observad que este
ejemplo es muy similar al 2.3, en el que recibiamos palabras de tres bits). El espacio
muestral con todos los resultados posibles es 2 = {ooo, 0o+, 400, 0+0, ++0, +0+, O++, +++}.

Si la moneda es perfecta, se trata de un espacio equiprobable, puesto que los sucesos
elementales (cara o cruz) tienen la misma probabilidad, en este caso P(o) = P(+) = %

Sean los sucesos siguientes:

A = {han salido exactamente dos caras} = {o o+, 0+ 0, + 0o}.
B = {no ha salido ninguna cara} = {+++}.
C = {ha salido exactamente una cruz} = {oo+,0+0,+0o}.

D = {ha salido al menos una cruz} = {oo+,+00,0+0,++0,+0+,0++,+++}.
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Calculemos algunas probabilidades. El hecho de que el espacio sea equiprobable nos
permite aplicar la ley de Laplace. En cada caso, hay que contar el namero de elementos
que tiene el conjunto (casos favorables) y dividir por 8 (casos posibles).

Probabilidad de que salgan dos caras: P(4) = %.
Probabilidad de que no salga ninguna cara: P(B) = %
Probabilidad de que salga una cruz: P(C) = %.

Probabilidad de que al menos salga una cruz: P(D) = %.
Probabilidad de que salgan dos caras y a la vez ninguna cara (es imposible): P(A N B) = 0.

Probabilidad de que salgan dos caras o bien, al menos, una cruz: P(A U D) = P(A) + P(D) -

PAND)=3+%-32=1.

Probabilidad de que salgan dos caras o ninguna cara: P(A U B) = P(A) + P(B) -

PANB=3+1-0=4%.

Probabilidad de que no salga ninguna cara y, al menos, una cruz: P(BN D) = %.

Ejemplo 2.7

De una baraja francesa de 52 cartas (13 ntimeros, 4 palos), se sacan tres cartas sin reem-
plazo. Definimos los siguientes sucesos:

A = «<Las tres cartas son del mismo palo>.

B = <Las tres cartas tienen el mismo nimero>.

By = <Dos cartas tienen el mismo nimero y la otra es diferente>.
B3 = «Las tres cartas tienen nimeros diferentes>.

Calculamos sus probabilidades y comprobamos que las probabilidades de By, By y B3
suman 1 (tal y como debe ser, puesto que forman una particion del espacio muestral).

52

El nimero de casos posibles es ( 3

orden es irrelevante.

) = 22.100, puesto que elegimos cartas diferentes y el

En A, los casos favorables tienen un factor 4 por el posible palo comun a las cartas y un
factor (133) por la elecciéon de los nameros dentro de los 13 de un palo dado (ntimeros
diferentes, por lo tanto). Entonces:

4

En B hay 13 maneras de elegir el niimero comtn vy, fijado este niimero, (5

elegir los palos:

) maneras de

13-(3) 52
P(By) = @ = 55 100 = 000235.

En B, hay 13 maneras de elegir el nimero doble. Fijado este, hay 12 maneras de elegir
el nimero simple. Por los palos, hay un factor (;) por los palos de las dos cartas con el
mismo ntmero y un factor 4 por el palo de la otra carta:

13-12- (%) . 4
P(B;) = (3) 4 _ 3744 =0,1694.
3 22.100
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En B3 hay (133) maneras de elegir los tres nameros. Por los palos, hay un factor 4 para
cada ntmero:

(})-4° 18304

P(Bs) = (B 22100

08282.

52+3.744+18.304 _ 1

Sumando las tres fracciones: P(By) + P(Bz) + P(B3) = 53100

Ejemplo 2.8

Una urna contiene 6 bolas blancas y 12 bolas negras. Se extraen 4 bolas al azar, sin
reemplazo. Calculamos las probabilidades de que salgan dos bolas blancas y dos negras:

(3()1(81)22) _ % - 03235.

P(«Dos blancas y dos negras>) =

puesto que elegimos bolas diferentes y no importa el orden. Maneras de elegir 4 bolas:
("%). Maneras de elegir dos bolas blancas: (§). Maneras de elegir dos bolas negras: (7).

Ahora calculamos la probabilidad de que todas sean del mismo color:

P(«<Todas del mismo color>) = P(«Todas blancas>) + P(«Todas negras>)

6 12
_ W G - L =01667.

GOV

;Cudl es el error en el siguiente razonamiento?

Los colores resultantes pueden ser NNNN, BNNN, BBNN, BBBN, BBBB, 5 posibilidades.
Por lo tanto: P(«Dos blancas y dos negras>) = 1/5 y P(«Todas del mismo colors) = 2/5.

El error estd en suponer que estas cinco configuraciones son equiprobables. Claramente,
es mas probable sacar cuatro negras que sacar cuatro blancas, por ejemplo. Lo que si es
equiprobable es sacar cuatro bolas cualesquiera del total de las 18.

Ejemplo 2.9

El PIN de acceso a una cuenta esta formado por cuatro cifras decimales (es decir, PIN =
Xx1x2x3x4 con 0 < x; < 9).

Calculamos la probabilidad de acertarlo en 5.000 intentos con un generador aleatorio de
PIN.

Hay VR1 4 = 10* PIN posibles. En un intento, la probabilidad de acertarlo es p; = 1/10%.
En N = 5.000 intentos:

P(<Acertar en alguno de los N intentos>) = 1-P(«No acertar en ninguno de los N intentos>)

=1-(1-p)N =1-09999%0%0 = 03935,

ya que no acertar en un intento tiene probabilidad 1-p;, no acertar en dos intentos tiene
probabilidad (1 - p;)?, etc.
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Calculamos la misma probabilidad si los intentos los hacemos con PIN diferentes (con
el generador aleatorio, cada PIN se generaba de manera independiente y, por lo tanto,
podia haber repeticiones).

P(<Acertar en alguno de los N intentos>)

= P(<EIl PIN correcto se encuentra en el conjunto de los N PIN probados>)

;Coémo cambian estos nimeros si los PIN deben tener las cuatro cifras diferentes?

Lo que cambia es el nimero total de PIN posibles. Ahora es Vg4 =10-9 -8 -7 = 5.040.
Asi, p; = 1/5.040.

La probabilidad con 5.000 intentos independientes es ahora 0,6292. Con intentos dife-
rentes, se obtiene 09921.

2.3 Probabilidad condicionada. Sucesos independientes

Hablamos de probabilidad condicionada cuando ya se ha hecho la expe-
riencia y nos dan una pista sobre el resultado obtenido. Veamos un ejemplo
de ello.

Ejemplo 2.10

Consideremos el mismo espacio de probabilidad que en el ejemplo 2.6. Se lleva a cabo la
experiencia y nos dan la pista de que al menos ha salido una cruz. Es decir, sabemos que
se ha producido el acontecimiento D, ha salido alguna cruz. ;Cudl es la probabilidad de
que hayan salido dos caras (suceso A)?

Esta claro que ahora el espacio total ha quedado reducido al conjunto

{oo+, +00, 040, ++0, +0+, O++, +++}

3

. Por lo tanto, ahora, la probabilidad de que hayan salido dos caras es 5.

Lo escribimos como P(A|D) = % y la denominamos probabilidad de A condicionada
a D. O lo que es lo mismo, probabilidad de que pase A una vez que hemos hecho el
experimento y sabemos que ha pasado D en aquel mismo experimento.

A continuacién, damos su definicion.

Definicion 2.7. Dados dos conjuntos A,B C Q, con P(B) # 0, definimos
la probabilidad del conjunto A condicionada a B como:

P(ANB)

P(A|B)=W.

(18)

Espacio muestral de la
probabilidad
condicionada

Observad que en el caso de
las probabilidades
condicionadas, reducimos el
espacio muestral al espacio
del suceso que sabemos que
ha sucedido. Ahora, el
ndmero de casos posibles ya
no es todo el espacio
muestral €, sino el conjunto
de elementos del suceso B.
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Se trata de encontrar la probabilidad de A, sabiendo que se ha producido B.

Ejemplo 2.11

Consideramos el mismo espacio de probabilidad que en el ejemplo 2.6, en el que lanzaba-
mos tres veces una moneda al aire, y calculamos algunas probabilidades condiciona-

das:

Sabiendo que ha salido al menos una cruz, probabilidad de que hayan salido dos ca-
3
PAND) 5 3
ras. Es decir, P(A|D) = % = % =7 Ya lo habfamos encontrado en el ejemplo
8

anterior.

Sabiendo que ha salido al menos una cruz, probabilidad de que haya salido exacta-
mente una cruz. Es decir, P(C|D) = M = ﬁ = §
P(D) 7/8 7

Sabiendo que ha salido al menos una cruz, probabilidad de que no haya salido nin-
PBND) 1/8 1
guna cara. Es decir, P(B|D) = PBND) _1/8 _ -,
P(D) 718 7

Sabiendo que ha salido una cruz, probabilidad de que hayan salido dos caras. De
hecho, los sucesos A y C son el mismo. Por lo tanto, P(A|C) = 1.

Sabiendo que no ha salido ninguna cara, probabilidad de que hayan salido dos caras.

Es decir, P(A | B) = % - 0.

En algunas ocasiones, 1o que conocemos es la probabilidad de un aconteci-

miento condicionado a otro y la probabilidad de este otro. Entonces, a partir

de (18), se obtiene la probabilidad de que pasen los dos:

P(A N B) =P(A|B)P(B). (19)

Ejemplo 2.12

En la red eléctrica de un edificio, hay dos médulos (M; y M) de proteccién de sobre-
cargas que a veces se activan sin motivo (fallan). Sabemos que, en un dia cualquiera, la
probabilidad de que M; falle vale 0,08, mientras que la probabilidad de que M, falle vale
0,1. También se sabe que el 72 % de las veces que M; falla, M, también lo hace.

Calculamos las probabilidades:

1)
2)
3)
4)
5)

Que fallen los dos modulos.

Si ha fallado M3, que también haya fallado M;.
Que falle algin mo6dulo.

Que falle un tnico moédulo.

Si alguno ha fallado, que sea uno solo.

Sea F; = {Falla M;}, i = 1,2. Sabemos que P(F1) = 008, P(Fz) =01, P(F, | F1) = 0,72.

1) P(Fy N Fy) = P(F, | F1)P(Fy) = 072 - 008 = 00576.

2) P(Fy | Fp) = PE1OF2) _ 00576 _ 576,

P(Fz) 01 =

3) P(F; UF,) = P(Fy) + P(F3) - P(Fy N F) = 008 + 0,1 — 00575 = 0,1224.

4) P(Falla un solo médulo) = P(F; U Fy) — P(F1 N Fy) = 00648.



© FUOC e PID_00279835 32 Introduccion a la probabilidad

p(Falla unonFalla alguno) pFalla uno)
p(Falla algunoy ~  p(Falla alguno)

5) P(Falla uno | Falla alguno) =

0,0648 _
0,1224 — 05924.

Definicion 2.8. Sea A,B C , sucesos con probabilidades no nulas. El
suceso A es independiente del suceso B, cuando la probabilidad de A
no se modifica al conocer alguna informacién de la realizaciéon de B. Es

decir,

P(A|B) = P(A). (20)

Queremos ver que si A es independiente del suceso B, entonces el suceso B
también es independiente de A. De las ecuaciones (20) y (18):

P(ANB)

P(4) = P(A|B) = ==

Entonces, pasamos P(B) multiplicando a la izquierda y obtenemos:

P(A N B) = P(A)P(B).

Ahora calculamos, teniendo en cuenta que ANB=BnNA:

P(BnA) _ P(A)P(B)

PA) - p@ T (B)-

P(B|A) =

Asi, expresamos el criterio de independencia:

Si A y B son independientes, se verifica:

P(A N B) = P(A)P(B). (21)

Veamos un ejemplo numérico.

Ejemplo 2.13

Sean A y B dos sucesos de 2, y sabemos que P(A U B) =052, P(ANB) =008 y P(A) = 04.
Veremos que A y B son independientes.
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Para ello, vemos si se verifica la igualdad P(A N B) = P(A)P(B). Aplicando la propiedad
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B), tenemos
052 =04+P(B)-008 = P(B)=02.

P(A)P(B) = 04 - 02 = 008 = P(A N B).

2.4 Teorema de la probabilidad total. Teorema de Bayes

Ejemplo 2.14

Un aparato electrénico tiene que trabajar dentro del rango de temperaturas [10 °C,40 °C].
Se ha observado que cuando la temperatura se haya en el intervalo T; = [10 °C,20 °C]
tiene un comportamiento 6ptimo el 75% de las veces; cuando trabaja a temperaturas del
intervalo Ty = (20 °C,30 °C], un 55% de las veces; y cuando trabaja a temperaturas dentro
del rango T3 = (30 °C,40 °C], un 45% de las veces. También conocemos la frecuencia
de cada uno de estos rangos de temperatura. El 25% de las veces, la temperatura estd
dentro de Ty, el 60% dentro de Ty, y el 15%, dentro de T3. Nos preguntamos cudl es
la probabilidad de que, en un momento dado a una temperatura cualquiera dentro del
rango [10 °C,40 °C], el aparato tenga un comportamiento 6ptimo.

Ty, T, y forman T3 una particiéon del conjunto de temperaturas posible [10 °C,40 °C]

porque Ty U T, UT3 = [10°C40 °Cly ThNnTy =&, T1NT3 =@y T,NT; = &.Si
denominamos el suceso O = {Funcionamiento éptimo}, podemos escribir

0=0ONTHUONTHUONT;)

y dado que estos conjuntos son disjuntos,

P(0)=P(ONTy)+P(ONT,)+PONT;).

Sin embargo, no conocemos el valor numérico de las probabilidades de estas inter-
secciones. A partir del enunciado, sabemos que P(O|Ty) = 0,75, P(O|T,) = 055,y
P(O|T3) = 045. También conocemos P(T7) = 025, P(Tz) = 060y P(T3) = 0,15. Podemos
deducir el valor de estas probabilidades:

P(ONTy)=P(O]|T1)P(T1) =0,1875.

P(ONT)=P(O|T2)P(T2) = 033.

P(O N T3) = P(O| T3)P(T3) = 00675.
Asi, P(O) = 0,1875 + 0,33 + 00675 = 0585.

En este ejemplo, hemos aplicado el teorema de la probabilidad total, que enun-

ciamos a continuacion.

Teorema de la probabilidad total

SiAq,Az,...,An s un sistema completo de sucesos de 2y B C ,

P(B) = P(B| A)P(A1) + P(B| A))P(A2) + - - + PB| AP(An).  (22)

Intervalos abiertos y
cerrados

Los simbolos [ y ] se utilizan
para definir un intervalo
cerrado (el intervalo incluye
los valores de los extremos).
Los simbolos ('y ) se utilizan
para definir intervalos
abiertos (el intervalo no
incluye los valores de los
extremos). Por ejemplo,

Ty = [10 °C,20 °C] incluye los
extremos. T, = (20 °C,30 °C]
es una temperatura a partir
de 20° C.
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Para demostrar (22), escribimos el suceso B como unién de partes disjuntas de

dos en dos:

B=(BnNnAj))UBNA)U---U(BNA.

Dado que las partes son disjuntas, la probabilidad la encontramos sumando

las probabilidades:

P(B)=P(BNA;) +P(BNAy)+--+PBNA)

y teniendo en cuenta la ecuacion (18), P(BNA;) = P(B|A;))P(4;), parai=1,...,n,

de donde se obtiene (22).

Ejemplo 2.15

Consideramos el mismo enunciado que en el ejemplo 2.13, y nos hacemos la pregun-
ta siguiente: sabiendo que el funcionamiento del aparato ha sido 6ptimo, ;cudl es la
probabilidad de que nos encontremos en un rango de temperaturas correspondiente a
T,?

Esta claro que lo que nos piden es P(T; | O), que es precisamente lo contrario de los datos

que nos dan, puesto que lo que conocemos es P(O | Ty), P(O|T2) y P(O| T3).

P(T1NnO
Dado que conocemos la relacién, P(T;1 | O) = %, y los valores numéricos ya los
0,1875
hemos obtenido en el ejemplo anterior, tenemos que P(T; | O) = (;,585 =03205s.

Acabamos de aplicar lo que se denomina teorema de Bayes. Vedmoslo de ma-

nera general.

Teorema de Bayes

Si A1,Az,...,An es un sistema completo de sucesos de 2 y B C Q, es
valida la formula de Bayes:

P(B|Ai)P(Ai)
P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + - - - + P(B|An)P(An)’

P(A;|B) = (23)

parai=1,...,n.

La férmula de Bayes se obtiene de
P(BNAj) = P(B|Aj)P(A) = P(A; | BIP(B),

aislando P(A;|B) = % y sustituyendo P(B) con (22).
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Ejemplo 2.16

Hay tres empresas, A, By C, que fabrican la misma pieza de avién en las proporciones
siguientes, respecto del total de piezas fabricadas: 40%, 25% y 35%. El 10% de piezas
que fabrica la empresa A son defectuosas, mientras que este porcentaje es del 5% para la
empresa B, y del 1% para C. Dentro de la produccién total de las tres empresas, se elige
una pieza al azar y se observa que es defectuosa. Calculamos la probabilidad de que haya
sido fabricada por la empresa A.

Definimos los sucesos siguientes:

D = {la pieza es defectuosa}
A = {la pieza ha sido fabricada por A}
B = {la pieza ha sido fabricada por B}

C = {la pieza ha sido fabricada por C}

A, By C forman una particién, y conocemos P(A) = 04, P(B) = 025 y P(C) = 035. El
enunciado también nos da los datos sobre la probabilidad de que la pieza sea defectuosa
segiin donde ha sido fabricada: P(D|A) =01, P(D|B) =005y P(D|C) = 001.

Segun el teorema de la probabilidad total,

P(D) = P(D | A)P(A) + P(D | B)P(B) + P(D | C)P(C) = 0056.

Con el teorema de Bayes, obtenemos lo que nos piden:

P(D|A)P(A) 04-01
P(D) 0056

P(A|D) = =0714.

2.5 Diagramas de arbol

Ala hora de aplicar los teoremas de la probabilidad total y Bayes, nos podemos
ayudar con lo que denominamos diagramas de drbol.

Ejemplo 2.17

Vemos en la figura 6 la manera de representar mediante un diagrama de arbol la expe-
riencia del ejemplo 2.16.

Figura 6. Diagrama de &rbol

D P(A)P(D/A) = 0,4 - 0,1 = 0,04

P(D/A) =
P(A)P(D/A) = 0,4 - 0,9 = 0,36

Ol

P(A) = 0,4

P(D/A) = 0,9
D P(B)P(D/B) = 0,25 - 0,05 = 0,0125

P(D/B) =

P(D/B) =,

o}

P(B)P(D/B) = 0,25 - 0,95 = 0,2375

P(O) = 0,35 P(D/C) = 0,01

D POP(D/C)=0,35-0,01 =0,0035

P(D/C) = 0,99

Ol

P(QP(D/C) = 0,35 - 0,01 = 0,3465

Figura 6

Representacion gréfica de un
diagrama de arbol, en el que
cada rama nos indica una
probabilidad.
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Algunas consideraciones sobre estos diagramas:

¢ Nos imaginamos, temporalmente, la experiencia, de izquierda a derecha.

¢ (Cada uno de los caminos, desde el inicio hasta el final, representa una
posibilidad de la experiencia.

e Ala derecha del diagrama, quedan representadas todas las posibilidades vy,
por lo tanto, la suma es 1.

e (Cada uno de los segmentos representa un paso de la experiencia.

e La probabilidad que indicamos en cada uno de estos segmentos esta con-
dicionada a la parte del camino ya hecha.

¢ La suma de las probabilidades de todos los segmentos que parten de un
mismo punto es 1.

Ejemplo 2.18

Se envia una palabra de tamafo 12 formada con elementos del conjunto {0,1} (ca-
da uno de estos elementos es lo que se denomina bit). Una posible palabra podria ser
111000111000. Sabemos que la probabilidad de que un bit, independiente de los otros,
llegue erréneo al receptor es de 0,1. Enviamos una palabra y nos planteamos las cuestio-
nes siguientes:

1) ;Cual es la probabilidad de que no llegue ningan bit err6neo?

2) (Cual es la probabilidad de que llegue un bit errébneo?

3) (Cuadl es la probabilidad de que lleguen dos bits erréneos?

4) ;Cudl es la probabilidad de que lleguen tres bits erréneos?

5) ;Cual es la probabilidad de que llegue, al menos, un bit errébneo?

6) ;Cual es la probabilidad de que llegue, como minimo, un bit erréneo?

7) ¢Cudl es la probabilidad de que llegue, como méaximo, un bit erréneo?

Nos podemos representar cada posibilidad como una secuencia de doce letras del con-
junto {e,n}, segln si el bit llega errébneo o no. Por ejemplo:

eceeeeeeceeee  todos los bits llegan erréneos.
nneeeceeeceee  todos los bits llegan erréneos menos los dos primeros.
nennnnnnnnnn el segundo bit llega erréneo y los otros no.
enennnnnnnnn el primer y tercer bit llegan erréneos y los otros no.
Dado que la probabilidad de que un bit cualquiera llegue erréneo es 0,1, y esta proba-
bilidad es independiente de lo que les pasa a los otros bits, la probabilidad de cada una

de las secuencias solo depende de la cantidad de e’s 0 n’s. Ahora podemos responder las
preguntas anteriores.

1) P(nnnnnnnnnnnn) = 0912 = 02824.

2) Debemos tener en cuenta que el bit erréneo puede estar en la primera posicién, o en
la segunda, ..., o en la duodécima posicioén, es decir,

ennnnnnnnnnn, nennnnnnnnnn,..., nnnnnnnnnnne.

Puesto que la probabilidad de cada uno de estos casos es 0,1 - 0911,

P(llega un bit erréneo) = 12 -0,1 - 09'! = 03766.

3) Del mismo modo que hemos hecho antes, tenemos que calcular cuantas palabras se
pueden formar con dos bits errbneos, como por ejemplo:

eennnnnnnnnn, enennnnnnnnn,. ..



© FUOC e PID_00279835 37

Introduccién a la probabilidad

4)

5)

6)

7)

El nimero de palabras de este tipo es (7). Asi,
) , 12y 5 10
P(llegan dos bits erroneos) = ( 5 )0,1 -09" =02301.
Con un razonamiento parecido al caso anterior, obtenemos ahora
: p 12 3 9
P(llegan tres bits erréneos) = ( 3 )0,1 -097 =00852.

Los casos que tienen al menos un bit erréneo son los que tienen un bit errébneo mds
los casos que tienen dos bits erréneos, etc. Es decir, son todos los casos menos el caso
en el que no hay ningan bit errébneo. Dado que la probabilidad de todos los casos
es 1, tenemos: P(llega al menos un bit erréneo) = 1-0912 = 0,7176.

Nos piden lo mismo que en el caso anterior; asi,

P(llega como minimo un bit erréneo) = 1 - 092 =07176.

Aqui solo tenemos que contar los casos que no tienen ningtn bit erréneo maés los
casos en los que hay un bit erréneo,

P(llega como maximo un bit erréneo) = 092 +12-01-09'"" = 0659.
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Resumen

En el primer apartado de este médulo, hemos visto que dado un conjunto de
elementos n, los podemos agrupar de diferentes maneras. Hemos definido los

casos siguientes:

e Tomamos m elementos y consideramos que se pueden repetir y que tienen
que estar ordenados (las muestras con orden diferente en sus elementos las
consideramos distintas). Esto es 1o que hemos denominado variaciones
con repeticion, y hemos visto que podemos formar un total de VR, = n™
muestras diferentes.

e Tomamos m elementos y consideramos que no se pueden repetir y que
deben estar ordenados (las muestras con orden diferente en sus elemen-
tos las consideramos distintas). Esto es 1o que hemos denominado varia-
ciones o permutaciones. Podemos formar un total de muestras Vi, =

nn-1)---(n-m+ 1) diferentes.

¢ Tomamos m elementos y consideramos que no se pueden repetir y que
los elementos que forman la muestra no tienen que estar ordenados (las
muestras con orden diferente en sus elementos consideramos que son la

misma muestra). Esto es lo que hemos denominado combinaciones. Pode-

n-(n-1)---(n-m+1) _ n!
m! — ml(n-m)!

mos formar un total de combinaciones Cpm = () =
diferentes.

¢ Finalmente, podemos tomar m elementos y considerar que se pueden re-
petir y que los elementos que forman la muestra no tienen que estar or-
denados (las muestras con orden diferente en sus elementos consideramos
que son la misma muestra). El nimero de combinaciones posibles que po-
demos formar de este tipo es Rum = Cpramm = ("31") = (1.

m n-1

A continuacion, podéis ver un cuadro resumen del apartado de combinatoria.

Con repeticion Sin repeticion
Importa el orden Variaciones con repeticion: Variaciones. Permutaciones de n elementos:
VRym =n" Vam=nn-1)(n-2)---(n-m+1)
No importa el orden | Combinaciones con repeticién: Combinaciones:
_ (n-14m _(ny _ n!
QRum = ( n-1 ) Cnm = (m) = ml(n-m)!
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Estas técnicas de contar nos ayudaran a resolver algunos problemas bésicos en
los que aplicamos la teoria de la probabilidad.

En el apartado 2 de este m6dulo, hemos visto que una experiencia aleatoria
se da cuando no podemos predecir el resultado. Toda experiencia aleatoria
tiene un conjunto de resultados posibles, que es lo que hemos denominado

espacio muestral Q.

Podemos definir un suceso o acontecimiento tomando un subconjunto del
espacio muestral Q. Por ejemplo, cuando lanzamos un dado podemos defi-
nir el suceso A como «obtener un resultado parejo>. Podemos definir tantos
sucesos como queramos, y cada suceso tendrd asociada una probabilidad de
ocurrir o no. También podemos relacionar diferentes sucesos. De esta manera,
hemos definido la nocién de suceso (o conjunto) complementario, suceso
(o conjunto) unién y suceso (o conjunto) interseccion. Diferentes sucesos
forman una particion cuando su unién nos da el conjunto total 2y no tienen

ningan elemento en comun entre ellos.

Algunas relaciones importantes en cuanto a las probabilidades son las siguien-
tes:

P(A%) = 1-P(A),
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A N B).

Una nocién importante vista en este apartado es la de espacio equiprobable,
que se da cuando todos los resultados posibles de un experimento tienen la
misma probabilidad de suceder. En estas condiciones, podemos aplicar la ley

de Laplace para calcular probabilidades. En un espacio equiprobable,

nuamero de casos favorables
numero de casos posibles °

P(A) =

También hemos visto la nocién de probabilidad condicionada, mediante la
cual podemos calcular la probabilidad de un suceso sabiendo que se ha pro-
ducido otro suceso determinado. Cuando los acontecimientos pasados no nos
dan ninguna pista sobre un suceso concreto, hablamos de sucesos indepen-
dientes. En estos casos:

P(A N B) = P(A)P(B).

El teorema de la probabilidad total y el teorema de Bayes nos dan herra-
mientas para manejar probabilidades condicionadas. Si A1,A;, ...,As es un sis-

tema completo de sucesos, entonces:
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P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B| A2)P(A2) + ... + P(B| An)P(An),

P(B|A)P(A))
P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(Az) +-- -+ P(B| An)P(An)

P(Ai|B) =

Finalmente, hemos visto una manera grafica de trabajar con probabilidades,

los diagramas de arbol.
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Actividades

1. Mediante un generador de bits (0 y 1) aleatorio, generamos mensajes de 4 bits. Se pide lo
siguiente:

a) Escribid el espacio muestral. ;Cudntos elementos tiene?

b) Definid el suceso A = {hay un solo 0 en el mensaje generado}.

c) Definid el suceso B = {hay al menos tres 1 en el mensaje generado}.
d) Definid el conjunto unién de los conjuntos A y B.

e) Definid el conjunto interseccién de los conjuntos A y B.

2. En una bolsa tenemos tres bolas: una roja, una azul y una amarilla. Elegimos dos bolas al
azar. Una vez elegida la primera, la retornamos a la bolsa, de forma que para elegir la segunda
volvemos a tener las tres bolas dentro.

a) ;Cuadl es la probabilidad de obtener las dos veces la bola roja?
b) ;Cual es la probabilidad de obtener al menos una vez la bola azul?

3. En un control de calidad, consideramos que un dispositivo electrénico funciona correcta-
mente si pasa alguna de las dos pruebas que se efecttian en todos los dispositivos. Sabemos
que el 80% de los dispositivos comprobados obtienen esta validacion. El primer test lo pasan
el 60% de los dispositivos y el segundo test, el 50% de los dispositivos. ;Cudl habria sido
el porcentaje de dispositivos validados si hubiéramos exigido que un dispositivo funciona
correctamente si supera los dos tests?

4. La probabilidad de que un modelo de direccionador determinado falle es del 4%. Dispo-
nemos de un sistema de monitorizacién que detecta correctamente el 95% de los casos en
los que un direccionador falla, pero en un 2% de los casos recibimos falsas alarmas (por con-
gestion de la red, por ejemplo). Si nos llega una alarma, jcual es la probabilidad de que se
trate de una caida de un direccionador?

5. Una linea de ferrocarril tiene 25 estaciones. ;Qué ntimero de billetes diferentes deberemos
imprimir si cada billete lleva imprimidas la estacién de origen y la estacién de destino?

6. Un fabricante produce PC en dos fébricas diferentes. E1 50% de los PC se producen en la
fébrica A, y sabemos que el 15% de los PC que se producen en A son defectuosos. También
sabemos que el 5% de los PC que se producen en B son defectuosos.

;Cudl es la probabilidad de adquirir un PC defectuoso? Si adquirimos un ordenador que
resulta defectuoso, jcudl es la probabilidad de que provenga de la fabrica B? Comparad con
la probabilidad a priori.

7. En una zona geografica determinada, encontramos cobertura de dos comparifas de tele-
fonia moévil. A partir de diferentes estudios hechos a los usuarios, se ha obtenido la informa-
cién siguiente:

e El 60% de los usuarios estdn abonados a la compaiiia A.

e El 40% de los usuarios estdn abonados a la compaiiia B.

e El 70% de los usuarios disponen de un teléfono modelo M;.

e La probabilidad de corte de la llamada, P(T), es de 0,1 para los usuarios de la compaiiia 4,
de 0,15 para los usuarios de la compaiiia B y de 005 para los usuarios que utilizan el
modelo M.

Nos piden lo siguiente:

1) Determinar si los sucesos A y B forman una particién del espacio muestral de usuarios de
telefonia movil.

2) Calcular la probabilidad de corte de una llamada.

3) Sabemos que a un usuario se le ha cortado una llamada; ;cudl es la probabilidad de que
tenga un teléfono de la marca M;?

4) Si sabemos que un usuario no tiene un teléfono de la marca Mj, ;cudl es la probabilidad
de que tenga un corte en una llamada?
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Solucionario
1.

a) El espacio muestral, Q, de nuestra experiencia aleatoria estd formado por todos los sucesos
posibles. Observad que en este experimento estamos considerando muestras de 4 elementos,
ordenados y con repeticién. Como hemos visto en el subapartado 1.1, lo hemos denominado
variaciones con repeticién. En este caso, consideramos 2 elementos (los bits 0 y 1) tomados
de 4 en 4, VRy 4 = 2* = 16. Los elementos del conjunto  son los siguientes:

Q = {0000,1000,0100,0010,0001,1100,1010,1001,
0110,0101,0011,1110,1101,1011,0111,1111}.

b) A continuacion, nos piden que identifiquemos el suceso <hay un solo O en el mensaje ge-
nerado>. Vamos al espacio muestral que hemos definido en el apartado anterior, y tomamos
aquellos elementos en los que se da esta condicién:

A ={1110,1101,1011,0111}.

Observad que A es un subconjunto del espacio muestral .

c) Para definir el suceso <hay al menos tres 1 en el mensaje generado>, como hemos he-
cho en el apartado anterior, nos fijamos en los elementos del espacio 2 que cumplen esta
condicion:

B=4{1110,1101,1011,0111,1111}.

d) El conjunto unién de A y B estd formado por los elementos que cumplen indistintamente
las condiciones «hay un tinico 0 en el mensaje generado> o <hay al menos tres 1 en el men-
saje generado>. Observad que, en este caso, los cuatro elementos de A también pertenecen
a B. Por lo tanto, la unién de los dos subconjuntos es B:

AUB=B={1110,1101,1011,0111,1111}.

e) El conjunto interseccion de A y B esta formado por los elementos que cumplen simultanea-
mente las dos condiciones. Es decir, para los elementos que estén en los dos subconjuntos.
En este caso:

ANB=A={1110,1101,1011,0111}.

2.

a) Con i = 1,2, denotamos
V; = {Bola roja en la extraccién i-ésima}, B; = {Bola blanca en la extraccion i-ésima}.

Para obtener dos veces la bola roja, se tiene que dar el suceso V; N V,. Dado que las tres bolas
tienen la misma probabilidad de salir, es decir, son equiprobables, podemos aplicar la ley de

Laplace, de forma que dividimos casos favorables (que salga la bola roja) entre casos posibles

(podemos obtener cualquiera de las tres bolas). Por lo tanto, P(V;) = % Puesto que una vez

que hacemos la primera extraccién retornamos la bola al saco, para la segunda extraccién
partimos de las mismas condiciones. Por lo tanto, P(V3) = % Los sucesos son independientes,
ya que el primer resultado no nos da ninguna pista de como seré el segundo resultado; por

lo tanto, la probabilidad de la interseccion es el producto de probabilidades:

1

P(V1NVa) = P(V)P(V2) = =5

W =
W =
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b) El suceso <obtener al menos una vez la bola azul> se da cuando la obtenemos la primera
vez, o bien la segunda, o bien las dos veces. Deberemos calcular, pues, la probabilidad de
la unién de estos sucesos. Tenemos que procurar no contar dos veces la probabilidad de la
interseccién de los conjuntos; por lo tanto:

+

1
P(B1 U Bz) = P(B1) + P(B2) - P(B1 N Bp) = 379

W=
W =

3. Definimos el suceso T; como «pasar el primer test>, y el suceso T, como <pasar el
segundo test>>. Por el enunciado, sabemos lo siguiente: P(T; U T,) = 08. También tenemos
las probabilidades de pasar cada test: P(T7) = 06 y P(T2) = 05. Nos piden la probabilidad
de pasar el primer y el segundo test, es decir, la probabilidad P(T; N T3). Sabemos que la
probabilidad de la unién es:

P(T1 U Ty) =P(Ty) + P(T) - P(Ty N Ty).
Aislando el término que estamos buscando:
P(T1NTy)=P(T1)+P(Tp)-P(T1 UT2)=06+05-08 =023.
Si hubiéramos exigido pasar las dos pruebas, solo el 30% de los dispositivos electronicos se
habrian validado.
4. Denominamos el suceso C = {caida de un direccionador} y el suceso A = {recibir alarma}.
Por el enunciado, sabemos lo siguiente: P(C) = 004. También sabemos que P(A|C) = 095y

P(A| C) =02. Aplicamos el teorema de Bayes para calcular la probabilidad de que se dé una
caida de direccionador, sabiendo que hemos recibido una alarma:

PC|A) = P(A|C)P(C) ) 095 - 004 _ 0664
P(A|C)P(C) + P(A| COHP(CS) ~ 095 - 004 + 002 - 096 i

5. Sabemos, por un lado, que las estaciones de origen y de destino no se pueden repetir.
También sabemos que dadas dos estaciones, tenemos que diferenciar cual es el origen y cuél
el destino. Por lo tanto, el nimero de billetes diferentes para imprimir lo podemos calcular
como el namero de variaciones sin repeticion de 25 elementos tomados de 2 en 2. Es decir:

Vas,2 =25 - 24 = 600.

6. Una manera de resolver este problema es haciendo el diagrama de arbol correspondiente,
como podéis ver en la figura 7.

Figura 7. Diagrama de érbol para el problema 6

0,15 P(Defectuoso A)=0,5-0,15 = 0,075
A
0,5 0,85 P(No Defectuoso A) = 0,5 - 0,85 = 0,425
0.5 005 P(Defectuoso B) = 0,5 - 0,05 = 0,025
B

0,95 P(No Defectuoso B) = 0,5 - 0,95 = 0,475
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A 'y B denotan las dos fébricas. D es el suceso «adquirir un ordenador defectuoso>. Como
se ve en el diagrama: P(A) = P(B) =05, P(D|A) = 0,15, P(D | B) = 005.

La probabilidad de adquirir uno defectuoso es:

P(D) = P(D | A)P(A) + P(D| B)P(B) = 05 - 0,15 + 05 - 005 = 0,1.

La probabilidad de que un ordenador defectuoso provenga de B es:

P(B|D) = P(DI)‘(I;);)(B) = 0'56(1)05 =025.

A priori, P(B) = 05. La probabilidad ha disminuido, puesto que el hecho de que sea defec-
tuoso decanta la probabilidad en favor de A, donde es mas probable que un ordenador salga
defectuoso.

7. El enunciado nos da las probabilidades siguientes:

P(A) = 06, P(B) = OA.
P(M;) = 0,7.
P(T|A)=0].
P(T|B) =0,15.

P(T | M) = 005.

1) Con los datos del enunciado, podemos decir que los sucesos A y B (pertenecer a una
compafiia telefénica o a la otra) forman una particion del espacio muestral, puesto que son
disjuntos y su unién nos da el total de usuarios de telefonia.

2) La probabilidad de corte en una llamada es la siguiente:

P(T) = P(T | A)P(A) + P(T | B)P(B) = 0,1 - 06 + 0,15 - 04 = 0,12.

3) A continuacién, calculamos la probabilidad de que un usuario a quien se le ha cortado la
comunicacién tenga un teléfono de la marca M;:

005-0
P(M1|T)=P(T|?;I(IT)§)(MI) = ’005127 =02917.

4) Sabiendo que un usuario no tiene un teléfono de la marca Mj, la probabilidad de corte de
llamada es la siguiente:

P(MS | T)P(T) _ (1-02917)-0,12

=02833.
P(MY) 03 2

P(T|My) =
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