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Introduccion

Con mucha frecuencia, es necesario relacionar el resultado de una experien-
cia con un namero. Imaginad, por ejemplo, que queremos evaluar la sefial de
salida de un circuito electrénico o saber cudl es el tiempo de servicio en el
que se procesan peticiones de usuario que llegan a un servidor. Una primera
aproximacion a estos problemas seria considerar que los valores que estamos
buscando son deterministas y que, por lo tanto, se pueden definir perfecta-
mente con unos parametros que nos permiten obtener valores exactos a lo
largo del tiempo. En la practica, no obstante, sabemos que hay muchos facto-
res que hacen que la respuesta de los sistemas de telecomunicacién tenga una
cierta variabilidad. Asi, por ejemplo, en el caso del circuito electrénico que
acabamos de mencionar, deberiamos tener en cuenta la presencia de ruido y
otras interferencias que hacen que la seflal de salida no sea exactamente la
esperada. También debemos tener en cuenta que los dispositivos electrénicos
no son ideales y que pueden introducir errores. Las variables aleatorias nos
permiten tener en cuenta esta variabilidad y modelizar los diferentes resulta-
dos que obtenemos en cada experiencia, de forma que podemos prever cudl

serd el comportamiento de nuestro sistema con una cierta probabilidad.

En el apartado 1 de este mddulo, introducimos formalmente el concepto de
variable aleatoria. Veremos que hay dos tipos basicos de variable aleatoria:
la variable aleatoria discreta (apartado 2), que nos da un conjunto numera-
ble de resultados posibles, y la variable aleatoria continua (apartado 3), que
nos da como resultado cualquier nimero de un intervalo definido dentro de
los nameros reales. Veremos co6mo las podemos estudiar y mostraremos los
casos de variables aleatorias que aparecen mas habitualmente. Trabajaremos,
en particular, con las distribuciones mas importantes que estan relacionadas
con las telecomunicaciones. Definiremos los conceptos de valor medio, E(X)
y varianza, Var(X), de una variable aleatoria X. En el apartado 4 veremos el
teorema central del limite, de gran importancia en el campo de la estadistica

y que nos permite relacionar variables aleatorias continuas y discretas.
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Objetivos

Los objetivos de este mddulo son los siguientes:

1. Entender qué es una variable aleatoria, diferenciar dos tipos de las mismas

y poner ejemplos: las discretas y las continuas.

2. Conocer cuatro tipos de variables aleatorias discretas y saber poner ejem-
plos: la distribucion de Bernoullj, la distribucién binomial, la distribucién
geométrica y la distribucién de Poisson.

3. Entender los conceptos de funcién de distribucién y funcién de densidad,

y caracterizar las distribuciones aleatorias con estas funciones.

4. Conocer tres tipos de variables aleatorias continuas y saber poner ejemplos:
la distribucién uniforme, la distribucién exponencial y la distribucién nor-

mal o de Gauss.

5. Entender los conceptos de valor medio y varianza y caracterizar las distri-

buciones aleatorias con estos dos parametros.

6. Eelegir el tipo de distribucion aleatoria més adecuada para modelizar un

fenémeno determinado.

7. Comprender el sentido del teorema central del limite y sus aplicaciones.
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1. Concepto de variable aleatoria

A partir de una experiencia aleatoria, se puede definir el espacio muestral, Q
(omega), como el conjunto de todos los resultados posibles asociados a esta
experiencia. Una variable aleatoria, X, asigna un ntimero a cada uno de estos

resultados. Veamos algunos ejemplos de ello.

Ejemplo 1.1

Consideremos la experiencia de tirar una moneda. El espacio muestral es Q = {cara,cruz}.
Observad que el espacio muestral © incluye todos los resultados posibles de este experi-
mento. Podemos asignar a cada uno de estos resultados los valores O o 1, dependiendo
de que el resultado de la experiencia sea cara o cruz. Escribimos, pues, que X(cara) =0y
X(cruz) = 1. La variable X puede tomar los valores {0,1}.

Ejemplo 1.2

Supongamos que un aparato eléctrico emite una seflal aleatoria cada segundo. Esta sefial
aleatoria se expresa en milivoltios (mV) y toma valores dentro del intervalo [0,2]. En este
caso, el espacio muestral estd formado por valores numéricos. Podemos definir la variable
aleatoria como la aplicacién identidad. A cada resultado de la experiencia, le asigna el
mismo valor. La variable X puede tomar un valor cualquiera del intervalo [0,2].

Definicion 1.1. Una variable aleatoria, X, es una funcién que asigna
un numero real a cada elemento del espacio muestral.

En los ejemplos 1.1 y 1.2 vemos la diferencia entre una variable aleatoria dis-
creta y una continua. En el primer caso, tenemos un nimero determinado de
resultados posibles, podemos obtener o bien cara o bien cruz. En el segundo
caso, nuestro aparato eléctrico puede emitir un valor cualquiera dentro del
intervalo [0,2].

Definicion 1.2. Una variable aleatoria discreta toma valores de un

conjunto finito {a;,ay, ...,as} o bien numerable infinito {a;,a, ...}.

Definicion 1.3. Una variable aleatoria continua puede tomar valores
en conjuntos no numerables, como por ejemplo en un intervalo de R
o en todo R.

Esto hace que el tratamiento matematico de las variables aleatorias discretas y

continuas sea muy diferente.

Véase también

El espacio muestral se define
en el médulo «Introduccién
a la probabilidad>>.

Observacion

La variable X del ejemplo 1.1
toma los valores {0,1}. Es
una variable aleatoria
discreta.

La variable X del ejemplo 1.2
toma los valores a [0,2]. Es
una variable aleatoria
continua.

Conjunto discreto

Un conjunto discreto es aquel
que estd formado por un
ndmero finito de elementos o
bien por un ndmero infinito
de elementos que son
numerables (es decir, que se
pueden enumeran de manera
que hay un primer elemento,
un segundo elemento, etc.).
Por ejemplo, los conjuntos de
ndmeros naturales y enteros
(N'y Z) son discretos. El
conjunto de los nimeros
reales, R, no es un conjunto
discreto.
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2. Variable aleatoria discreta

En este apartado, definiremos las variables aleatorias discretas, veremos las
distribuciones mas importantes y calcularemos para cada una dos parametros:

el valor medio y la varianza.

En el apartado 1 hemos visto que una variable aleatoria, X, nos da un valor
numérico para el resultado de una experiencia. Para cada elemento del espacio
muestral ©, tenemos definido un valor numérico real que es el que toma la
variable X cuando el resultado del experimento es este elemento. Al conjunto
de valores que puede tomar X lo denominamos 2x, que es, por lo tanto, un
subconjunto de R. La variable aleatoria X es discreta cuando el conjunto Qy
es discreto, es decir, finito o infinito numerable.

De manera natural, la probabilidad que tenemos definida en el espacio Q se

traslada a los valores que toma X.

En el ejemplo 1.1, en que el experimento es tirar una moneda al aire, escribi-
mos P(X=0) = P(cara) = 1 y P(X=1) = P(cruz) = 1.

Dado que el resultado de la variable aleatoria X varia con cada repeticion del
experimento, no podemos definir el valor de X, pero si podemos describir la
probabilidad para cada uno de los resultados posibles de X, es decir, la proba-
bilidad de que X tome un valor determinado. Esto se describe como P(X = a;),
donde g; es un valor posible de X.

Definicion 2.1. Se denomina funciéon de probabilidad al conjunto
de valores P(X =a;). Esta funcion asigna una probabilidad a cada valor
posible de X. También se escribe como Px(a;).

Por ejemplo, en el caso de la experiencia de lanzar una moneda al aire, hemos
definido Q = {cara,cruz} y hemos asignado los valores de O y 1 a este espacio
muestral. En este caso, Qx = {0,1} y la funcién de probabilidad nos dice que la
probabilidad de que salga cara, P(X = 0), es igual a § y la probabilidad de que

salga cruz, P(X = 1), es igual a 1.

Observacion

Escribimos X = 0 cuando
queremos indicar que X
tomaelvalorOy X =1
cuando X toma el valor 1. En
el ejemplo 1.1, asociamos el
valor O a sacar cara y el valor
1 a sacar cruz:

P(X=0) =

N= N

P(X=1) =
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Propiedades de la funciéon de probabilidad de una variable aleatoria
discreta:

1) La probabilidad P(X=4;) es un valor que esta siempre entre Oy 1, es
decir, 0 < P(X=a;) < 1.

2) La suma de todas las probabilidades tiene que ser 1, puesto que los
sucesos X=a;,Vi forman una particioén del espacio muestral. Es decir,

> P(X=a;) = 1. 1)

Definicion 2.2. X es una variable aleatoria discreta uniforme si toma
los valores {ay,ay, .. .,an,} con probabilidades

P(X=a;) = %, i=1,2,...,n.

Es decir, todos los elementos a; tienen la misma probabilidad asignada.

El valor 1/n se deduce teniendo en cuenta que, segun (1), si la probabilidad

de cada resultado es un valor comin p, la suma de estas probabilidades es
Yip=np=1

La uniformidad suele ir vinculada a la simetria de ciertos experimentos. Por
ejemplo, el uso de monedas y dados simétricos. La variable que vale 0 o 1
segun salga cruz o cara al lanzar una moneda al aire, o la variable que da
el resultado obtenido al lanzar un dado, son ejemplos de variables aleatorias
discretas uniformes. En el caso de la moneda, la probabilidad de obtener O
o 1 es }. En el caso del dado, la probabilidad de obtener cualquiera de los

resultados es .

2.1 Variables aleatorias discretas mas importantes
2.1.1 Variable aleatoria de Bernoulli: B(p)

Este es el tipo mas sencillo de variable aleatoria discreta, y se utiliza para re-
presentar experiencias en las que solo podemos tener dos resultados posibles.

Partimos de una experiencia aleatoria y distinguimos entre los resultados
Q = {A,A}. El resultado A se denomina éxito y definimos X(A) = 1. El resulta-
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do A€ se denomina no éxito y definimos X(A¢) = 0. La variable aleatoria toma
solo los dos valores {0,1}. Solo hay que dar la probabilidad asignada a uno
de estos valores y la distribucién queda definida completamente. Si P(A) = p,
entonces P(X=1)=py P(X=0)=1-p.

Decimos que X es una variable aleatoria de Bernoulli con probabi-
lidad de éxito p cuando esta variable puede tomar los valores X = 1
(éxito) con probabilidad p y X = 0 (no éxito) con probabilidad (1 - p).

Se escribe: X ~ B(p), donde p indica la probabilidad de éxitoy p € [0,1].
Diremos que se ha producido éxito cuando el resultado obtenido esté
dentro del conjunto A, es decir, si pasa A, y no éxito cuando el resultado
obtenido esté en el conjunto A° (complementario de A), es decir, si no
sucede A.

La variable del ejemplo 1.1 de este modulo sigue una distribucién B(3). Volva-
mos al caso de la moneda. Si definimos éxito, A, que salga cara, y el no éxito,
A‘, que salga cruz, nuestra variable aleatoria, X, sigue una distribucién de Ber-
noulli B(}). Notad que también podriamos haber definido A como cruz y A°

como cara.

Ejemplo 2.1

En comunicaciones binarias, X puede indicar el error en la transmisién de un bit. El
espacio muestral de la experiencia es determinado por Q = {error,no error} y la variable
aleatoria toma los valores X = 1 si hay error y X = 0 si no lo hay. P(X =1) = P(error) y
P(X=0) = P(no error). Observad que en este ejemplo hemos definido éxito, A, como la
presencia de error en la transmisién.

Otro ejemplo similar de aplicacion de la distribucién de Bernoulli en las te-
lecomunicaciones se da en los sistemas de radar. Podemos definir éxito, A (es
decir, X = 1), cuando el radar detecta la presencia de un objeto y A° (X = 0)

cuando el radar no detecta ningan objeto.

Ejemplo 2.2

Al lanzar un dado, nos fijamos en la maxima puntuacién posible y definimos A =
{sale un 6}, entonces A° = {no sale un 6}. Definimos X(A) = 1 y X(A°) = 0. La varia-

ble X sigue una distribucién B(%), puesto que la probabilidad de lo que hemos definido
1

como éxito es ¢.

Ay A€

Los conjuntos A y A€ son
complementarios. Recordad
lo que habiamos visto en el
médulo <Introduccién a la
probabilidad>> (apartado 2.2,
férmula 12): si P(A) = p, la
probabilidad del conjunto
complementario, P(A©), es

1-p.

Observacion

En el ejemplo 2.2:

P(X=0) =

= o w»

P(X=1) =
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2.1.2 Variable aleatoria binomial: Bin(n,p)

La variable aleatoria binomial, Bin(n,p), se da cuando repetimos n ve-
ces y de manera independiente una experiencia B(p) de Bernoulli. A
cada resultado (secuencia de n valores O o 1), la variable aleatoria X
le asigna el namero de éxitos que han salido. Asi, X toma los valores
{0,1,2,...,n}.

La funcién de probabilidad (probabilidad que tiene cada uno de los
valores que toma la variable X) es determinada por:

P(X=k)=<z>pk(1—p)"‘k con ke{0,1,2,...,n}. )

Decimos que X es una variable aleatoria binomial y escribimos X ~
Bin(n,p), donde n es el namero de veces que repetimos la experiencia
de Bernoulli B(p), de probabilidad de éxito p.

La férmula (2) corresponde al hecho de que tenemos que poner un factor p
para cada éxito resultante (p*, por lo tanto) y un factor (1-p) para cada no éxito
((1 - p)™*, por lo tanto). El factor (}) se debe a que fijar el nimero k de éxitos
todavia deja libertad para situar estos éxitos en la secuencia de resultados n.
El nimero de maneras de elegir las k posiciones de los éxitos es el anterior
nimero combinatorio, puesto que la seleccion la hacemos sin orden y sin

repeticion.

En el ejemplo 2.3, X sigue una distribuciéon Bin(10,0,1), en la que 10 es el
nuamero de veces que se repite el experimento y 0,1, la probabilidad de éxito

de cada experimento.

Ejemplo 2.3

Una persona, emisor, tiene que mandar un mensaje de 10 elementos, elegidos del con-
junto {0,1} y ordenados. Un mensaje de este tipo podria ser la palabra 0011111101
(formada con 10 bits). Suponemos que cada vez que la persona elige un bit para formar
la palabra, la probabilidad de que sea un O es 0,1 y, por lo tanto, la de que seaun 1 es 09.
En este ejemplo, consideraremos que se da la condicién de éxito, A, cuando se transmite
un 0y la condicién de no éxito, A, cuando se transmite un 1. Con esta idea, nos vienen
a la cabeza toda una serie de preguntas, como por ejemplo:

1) (Cual es la probabilidad de que el emisor envie exactamente la palabra 0011111101?

2) ;Cual es la probabilidad de que el emisor envie una palabra que tenga exactamente
tres ceros?

3) ;Cual es la probabilidad de que el emisor envie una palabra que tenga exactamente
k ceros?

4) ;Cudl es la probabilidad de que el emisor envie una palabra que tenga como méaximo
tres ceros?

Las cuestiones anteriores las podemos resolver aplicando lo que habéis aprendido en el
tema anterior. Se obtienen los resultados siguientes:

Recordad que (%) (se lee 1 sobre
k) se calcula como it
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1) 0]13-097 =000048.

La palabra para enviar tiene tres ceros y, por lo tanto, la probabilidad de que en 10
experiencias obtengamos 3 éxitos es: P(X=k) = (})p¥(1-p)"* En este caso, nos piden
una combinacién concreta de todas las posibles que podrian incluir 3 ceros y, por lo
tanto, no tenemos en cuenta el término (}) y P = 0,13 - 0910-3,

2) El resultado anterior nos da la probabilidad para una palabra que tiene 3 ceros y 7
unos. Vimos en el apartado anterior que el niimero de palabras que se pueden formar
con 3 ceros y 7 unos es (130). Entonces, la respuesta es (130) 0,13 -097 = 0,0574.

En este caso, nos piden la probabilidad de una secuencia con 3 ceros. Estos ceros
pueden estar en cualquier posicién y, por lo tanto, debemos considerar todas las
combinaciones posibles de palabras de 10 bits que pueden contener estos ceros.

3) Esta claro que una palabra de tamafio 10 puede tener entre O y 10 ceros. Asi, 0 <
k < 10. Haciendo el mismo razonamiento que en el apartado anterior, tenemos

(1,(0)0,1k -0910-%, Observad que k es el ntimero de ceros que puede contener la palabra,
no el namero de experiencias, que para este caso es 10.

4) Ahora debemos tener en cuenta aquellos casos en los que el nimero de ceros sea
menor o igual que 3. De la expresién anterior, sumamos los casos en los que k toma
los valores O, 1, 2 y 3. Obtenemos:

kzi:) <1k0)0,1k . 0910—k _ <1(§)>0,10 . 0910-0 " <110)0111 .0910-1

+(120> 01209102 4 (130) 01309103

=03487 +03874 +0,1937 + 00574 = 09872.

Si a la variable X le asignamos el nimero de ceros que tiene cada palabra, los apartados
anteriores los podemos escribir utilizando la X ~ Bin(10, 0,1):

o Px=3=(1)o1* 097,
o Px=k = (1))0a*- 0910+,

e PX<K= Zk: (10)011‘ 0910+
> = i ) .
i=0

Ejemplo 2.4

Enviamos una palabra de n bits en la que cada bit puede llevar error o no, indepen-

dientemente de los otros. La variable X ~ Bin(n,p) toma el valor del nimero de bits
erréneos que hay en la palabra y, por lo tanto, los valores posibles son {0,1,2,...,n}.pes
la probabilidad de que un bit sea erréneo.*

* Recordad que hemos definido
el éxito A como el hecho de
transmitir un bit erréneo.

2.1.3 Variable aleatoria geométrica: Geom(p)

La variable aleatoria geométrica, Geom(p), se da cuando repetimos, de
manera independiente, una experiencia B(p), hasta obtener el primer
éxito. X cuenta el nimero de veces que hay que hacer la experiencia
para obtener el primer éxito. Por lo tanto, X toma los valores {1,2,3, ...}.
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Su distribucién de probabilidades es determinada por:

P(X=k)=(1-p*'p amb ke{1,23,...}. A3)

en la que p es la probabilidad de éxito y k, el namero de intentos que ne-
cesitamos hasta obtener el éxito. Decimos que X es una variable aleato-
ria geométrica con probabilidad de éxito p, y escribimos X ~ Geom(p).

La férmula (3) se obtiene considerando que para que el primer éxito pase en
la posicion k se deben obtener k — 1 no éxitos seguidos (factor (1-p)*1)y, a

continuacién, un éxito (factor p).

En el ejemplo que vamos a ver a continuacién, X sigue una distribucién
Geom(0,2). Observad que la expresion de la distribucién geométrica es similar
a la expresi6n de la distribucién binomial, pero sin el término (}), puesto que

en este caso estamos fijando la secuencia de resultados como A¢,A¢,... A A.

Ejemplo 2.5

Para enviar mensajes por internet, los mensajes se dividen en paquetes y después se
envian por la red. Si la red estd congestionada, los paquetes se pueden perder. Supon-
gamos que en una red muy congestionada, la probabilidad de perder un paquete es 08.
Esto significa que el paquete no se pierde en una transmisién con una probabilidad de
02. El paquete se transmite repetidamente hasta que el receptor lo recibe. Nos hacemos
las preguntas siguientes:

1) ;Cudl es la probabilidad de que el paquete tenga que ser enviado al menos tres veces?

2) ;Cual es la probabilidad de que tengamos que enviar el paquete como méaximo 5
veces para que el receptor lo reciba?

Si la variable aleatoria X cuenta el namero de veces que hay que enviar un paquete, toma
valores del conjunto {1,2,3,...} (X es una variable discreta infinita). Podemos escribir:

1) PX>3)=1-P(X<2)=1-P(X=1)+P(X=2))=1-(02+08-02) =064.
5

2) PX<5)=) 02081 =02(1+08+08%+08%+08*) =067232.
k=1

2.1.4 Variable aleatoria de Poisson: Poiss(a)

La variable aleatoria de Poisson se utiliza para modelizar algunos fen6menos,

como los siguientes:

e El nimero de accidentes en un cruce dado y para un intervalo de tiempo
fijado.

¢ El namero de llamadas que llegan a una centralita en un cierto intervalo

de tiempo.



© FUOC e PID_00279829 14 Variables aleatorias

¢ El nimero de peticiones que llegan a un servidor en un cierto intervalo de
tiempo.

e Elntmero de electrones o agujeros que atraviesan una barrera de potencial.

e El namero de defectos de fabricacién de un producto de unas dimensiones

determinadas.

e Teoria de colas en redes de comunicaciones de voz y datos.

Contamos sucesos que se producen en posiciones aleatorias de un cierto
intervalo de tamafio T (tipicamente, sucesos que pasan en instantes
aleatorios a lo largo de un tiempo total T). La variable aleatoria X da el
numero total de sucesos y toma los valores {0,1,2,3, ...}

La funcién de probabilidad para una variable aleatoria de Poisson es:
o
P(X=k) = Fe‘“ amb ke{0,1,2,3,...}. (4)

Donde a = AT es el nimero medio de sucesos en el intervalo T. Por lo
tanto, A es el nimero medio de sucesos por unidad de tiempo (tasa).

Decimos que X es una variable aleatoria de Poisson de parametro a, y
escribimos X ~ Poiss(a).

Ejemplo 2.6

Sabemos que a un servidor llegan de media 5 peticiones por segundo segin un proceso
de Poisson. ;Cual es la probabilidad de que en un segundo no llegue ninguna peticién?
;Cudl es la probabilidad de que en un segundo lleguen una o mas peticiones?

Segun el enunciado, A = 5y T = 1; asi, a = 5. Ahora ya podemos dar las respuestas. En
el primer caso, tenemos que calcular la probabilidad de que el namero de llegadas, k, sea
cero; por lo tanto:

0
P(X=0) = %e*S = ¢ = 00067.

En este segundo caso, tenemos que calcular la probabilidad de que lleguen una o mas
peticiones al servidor:

P(X>1)=1-P(X=0) = 1-00067 = 09933.

2.2 Parametros: valor medio y varianza

Hasta ahora, en este apartado hemos definido qué es una variable aleatoria
discreta y hemos visto algunas de las distribuciones més importantes: la dis-
tribuciéon de Bernoulli, la binomial, la geométrica y la de Poisson. En este

subapartado, veremos dos pardmetros muy utilizados que nos permitiran, de
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manera muy global, evaluar y comparar las diferentes variables aleatorias. Es-

tos parametros son el valor medio y la varianza.

Definicion 2.3. Sea X una variable aleatoria discreta que toma los va-
lores {ai,az, ...,an} (para el caso de que X tome infinitos valores se ha-
ce de manera parecida, pero en lugar de sumas finitas, tenemos series

numeéricas).

El valor medio, esperanza o momento de orden 1 de X:

EX) =) aP(X=a). (5)

i=1

El momento de orden 2:

E(X?) = Z aiP(X=a)). ©)
i=1

El momento de orden k, (k=0,1,2,3,...):

E(X) =) aiP(X=a). )

i=1

La esperanza de X es un namero que nos da la posicién en torno a la cual se
concentra la variable. Un significado mas preciso es el siguiente. Si repetimos
el experimento un ntmero grande de veces N, obtenemos valores para la va-
riable X: X1,X5,...,Xn. En esta lista, aparece cada valor posible a; un ntimero

N; de veces. Si hacemos la media aritmética de todos los resultados:

1 1 Ni
N(Xl +X2+~“+XN) = N((,‘111\]1 +(12N2+~~-+(1nNn) = Zaiﬁl'
i

Cuando N es muy grande, las frecuencias relativas % se estabilizan en los

valores P(a;), de forma que la media aritmética anterior tiende a la esperanza
de la variable X.
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Definicion 2.4. La varianza de una variable aleatoria discreta X es:

Var(X) = (X~ E(X))*) = Y _(ai - E(X))*P(X=ay). ®)

i=1

La desviacion tipica de X es:

o(X) = /Var(X). )

La varianza es una media de las distancias de los valores de X al valor medio.
El cuadrado se pone para que todas las desviaciones se cuenten con signo
positivo. Con la desviacion tipica, recuperamos las dimensiones originales de
X aplicando una raiz cuadrada a la varianza. La varianza o la desviaciéon dan
una medida de la dispersion de X. Si las probabilidades se concentran mucho

en torno a E(X), la dispersion serd pequeria.

Propiedades de la varianza.

Var(X) > 0. (10)

Var(X) = E(X?) - E(X)%. (11)

En efecto, en (8) vemos que la suma que define Var(X) solo contiene términos
positivos (ntmeros al cuadrado y probabilidades) de donde se obtiene (10).

Desarrollando el cuadrado en (8):

Var(X) = Y (@i -E(X))’P(X=a;) = Y (a7 -2 E(X)a; + E(X)*)P(X=a))
=Y aiP(X=a;)-2E(X) > aiP(X=a;) +E(X)* Y P(X=a;)

=E(X?) - 2E(X) - E(X) + E(X)? = E(X?) - E(X)?,

obtenemos (11), que nos dice que la varianza es la esperanza del cuadrado de
X menos el cuadrado de la esperanza de X. Esta es la manera més habitual

Observacion

La desviacion tipica se
representa con la letra o, que
se lee «sigmax>.

Varianza y desviacion
tipica

Notad que la varianza es una
media de las diferencias al
cuadrado, mientras que la
desviacion tipica es el mismo
pardmetro pero dado en las
mismas unidades que la
variable aleatoria. La relacién
entre ellas es:

o(X) = y/Var(X).
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de calcular varianzas, puesto que el segundo momento suele ser mds facil de
calcular que la suma en (8).

Ejemplo 2.7

Sean X; y dos X, variables aleatorias equiprobables que toman los valores {4,5,6} y
{0,5,10}, respectivamente. Estos valores podrian ser las tres notas obtenidas en una de-
terminada asignatura por dos alumnos diferentes. Suponiendo que las tres notas tienen
el mismo peso, podemos estimar la esperanza y varianza de cada una de las variables:

EXp)=4- 145 i Los
3 3 3

1 1 1
E(Xp)=0-3+5- 3+10- 2 =5.

Var(X;) = (4-5)% - % +(5-5)2. % +(6-5)2- % =066, oy, =082.

Var(X) = (0-5)% - % +(5-5). % +(10-5)2. % =1667, ox, =408.

Lo que podemos decir es que los dos alumnos tienen la misma nota de media E(X;) =
E(X2), pero el segundo alumno presenta mas dispersion en sus notas, puesto que ox, > 0x,
(es decir, el segundo alumno es menos regular).

Figura 1. Notas obtenidas por los dos estudiantes Figura 1
10 Distribucion de las notas
obtenidas por los dos
[ Alumno 1 estudiantes. En el eje
8 horizontal se representa el
. Alumno 2 ndmero de prueba, y en el
eje vertical, la nota obtenida.
6 Los dos estudiantes obtienen
la misma nota media, pero
4 observad que el primero es
maés regular (tiende a sacar
notas en un intervalo menor)
2 que el segundo, que obtiene
resultados mas dispersos.
0 T

Parametros de las principales variables aleatorias discretas

Para cada una de las distribuciones vistas, se obtienen los valores de la
esperanza y la varianza de la tabla siguiente.
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Distribuciones de variables aleatorias discretas

g k P(X=k) E(X) Var(X)
B(p) {01} FX=h=p p pA-p)
P(X=0)=1-p
Bin(n,p) | {0,12,...,n} | P(X=K) = (Z) PR pyr* np np(1 - p)
] 1 1-p
Geom(p) (1,2,3,...} P(X=k) = (1-p)<lp 5 -
(X.k
Poiss(a) {0,1,2,...} P(X=k) = Fe’“ a a

Comprobamos los resultados de la tabla anterior, que corresponden a X ~ B(p):

¢ Elvalor medio, E(X)=1-p+0-(1-p) =p.
e El momento de orden 2, E(X?)=1%2.p+0%. (1-p) =p.
e Lavarianza, Var(X) = p-p* = p(1-p).

2.3 Funcion de distribucion

Una manera de dar el valor de las probabilidades acumuladas es a partir de la

funcioén de distribucién.

Definicion 2.5. La funcion de distribuciéon de una variable aleatoria

X se define como
Fx(x)=P(X <x), VxeR. (12)
Es decir, la funcién de distribucién nos da la probabilidad de que nuestra

variable aleatoria X tome un valor igual o menor que un valor x determinado.

Veamos un ejemplo de ello.
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Ejemplo 2.8

Para el caso de X ~ B(p), la funcién de distribucién Fx(x) presenta una discontinuidad
desaltoen X=0yen X =1:

0 six <O
Fx®=4q 1-p sio<x<1
1 sil<x

Consideramos aqui que cero es no éxito.

Figura 2. Funcién de distribucién de X ~ B(p) Figura 2

A Recordad del subapartado
2.1.1 de este médulo que el
espacio muestral de la
distribucion de Bernoulli se
Fx(x) definia como

Q={A%A} ={0,1}.Enla
figura, se ha definido 1 -p
como la probabilidad de no
éxito, P(X=0), y p como la
probabilidad de éxito
P(X=1).

)
\/
v

Observad los intervalos definidos en la figura 2. El resultado del experimento aleatorio
nos tiene que dar no éxito o éxito, es decir, 0 o 1. Por lo tanto, la probabilidad de obtener Funcién de distribucién
un numero menor que 0 como resultado es nula. En el segundo intervalo de la gréfica,
tenemos la probabilidad de obtener un cero (no éxito), y esta probabilidad es 1 - p. Para
la altima parte de la grafica (x > 1), estamos considerando la probabilidad acumulada
de obtener o bien 0 o bien 1. Puesto que sabemos seguro que obtendremos uno de los
dos resultados, la funcién de distribucién vale 1 a partir de este punto. En los casos
de variables aleatorias discretas, la funcién de distribuciéon es escalonada. La funcién
experimenta un salto en cada ntimero real que corresponda a un valor que toma X.

La funcién de distribucion
nos da la probabilidad de que
una variable aleatoria, X,
tenga un valor menor o igual
que una x determinada.
Notad que, por esta razén,
también se denomina
probabilidad acumulada, es
Veamos ahora un segundo ejemplo: la funcién de distribucion por la variable decir, probabilidad de todos

los valores hasta x.

aleatoria binomial.

Ejemplo 2.9

En el caso X ~ Bin(4,1/2), Fx(x) presenta una discontinuidad de salto en los valores del
conjunto {0,1,2,3,4}. Teniendo en cuenta que P(X=k) = (‘é)(%)k(%)‘*‘k y que

k

nw=rzo=320) () (3) =30 (3)"

k
i=0 i=0
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obtenemos los valores mas significativos de la funcién de distribucion: e . .
Distribucion binomial

Fx(0) 00625.

Recordad, como hemos visto
en el subapartado 2.1.2 de
Fx(1) = 00625+0250=03125. este médulo, que la
distribucién binomial consiste
en repetir nn veces un
experimento de Bernoulli. En
este caso, nuestra variable
Fx(3) = 00625+02500+03750+02500=09375. aleatoria contabiliza el
nimero de éxitos que
obtenemos al hacer el
experimento 1 veces.

Fx(2) = 00625+0250+0375=06875.

Fx(4) = 00625+02500+03750+ 02500+ 00625 = 1.

0 si x<O0
00625 si 0<x<1
03125 si1<x<?2
06875 si2<x<3
09375 si 3<x<4

Fx(x) =

1 si 4<x

Figura 3. Funcién de distribucién de X ~ Bin(4,%) Figura 3

(%) 1 Notad cémo la funcién de
distribucién es un valor que
va acumulando la

1 L —_— probabilidad de obtener un

0,9375 - —0 cierto nimero de éxitos
iguales o menores que x.

0,6875 |- —0

0,3125 - —0

00625 __~

\J | | | | >
1 2 3 4 X

Observad la figura. La probabilidad de obtener un ndmero de éxitos menor que cero es
nula, porque si hacemos el experimento de Bernoulli 4 veces obtendremos o bien 0 éxitos
o bien 1, 2, 3 0 4, pero en ningun caso un valor negativo. Por lo tanto, F(x < 0) = 0.

La probabilidad de obtener O éxitos es la siguiente:

4 1\ /1N\*¥0 1
P(X=0) = (0) (E) (E) = - = 00625,

Por lo tanto, en x = 0 tenemos un salto de la funcién de distribucién, F(x), que pasa de
valer cero a tener el valor de 0,0625.

Ahora calculamos la probabilidad de tener un éxito en los cuatro experimentos. Esta
probabilidad esta determinada por la expresion siguiente:
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Asi pues, la funcién de distribucion, F(x), en x = 1 es la probabilidad acumulada de
obtener cero éxitos o un éxito, es decir, F(1) = 00625 + 025 = 03125.

Si hacemos los calculos para el resto de los valores de x, en los que x es el nimero de éxitos
para los cuatro experimentos, obtenemos los valores que se muestran en la figura 3.

Notamos que Fx(x) es una probabilidad, de forma que toma valores entre O y
1. Ademas, dados a < b, de la descomposicion disjunta (-oo,b] = (—oo,a] U (a,b]
obtenemos P(X < b) = P(X < a) + P(a < X < b), es decir,

Fx(b) = Fx(a)+P(a < X < b).

Puesto que P(a < X < b) > 0, tenemos que Fx(b) > Fx(a), asi que Fx es una
funcién creciente. Ademas, si x — —oo, Fx(x) da la probabilidad de @, es decir,
0. Si x — oo, Fx(x) da la probabilidad de todo R, es decir, 1. Por lo tanto, se

verifican las siguientes propiedades:

Propiedades de la funcion de distribucion

1) 0 < Fx(x) < 1.
2) lim Fx(x)=1.
X— 00
3) Xl_l}_lgoFx(x):O.
4) Fx(x) es creciente, es decir, si a < b entonces Fx(a) < Fx(b).

5)

P(a < X < b) = Fx(b) - Fx(a). (13)

Las cuatro primeras propiedades de la funcién de distribucion, Fx, se observan
tacilmente en la figura 3. Los valores de las probabilidades acumuladas los ob-
tenemos directamente de la funcién de distribucién. Damos algunos valores

de esto como ejemplo:

P(X <05) = Fx(05)=00625.
P(X<17) = Fx(17)=03125.
P(X <24) = Fx(24)=06875.

P(1,7 < X <24) = Fx(24)-Fx(17)=0375.
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En el caso de variables discretas, solo nos interesa conocer la funcién de distri-
bucién en los valores que puede tomar la variable, puesto que Fx se mantiene

constante entre uno de estos valores y el siguiente.

Consideramos la probabilidad de un punto aislado cualquiera a. Para calcular
la probabilidad P(X = a), calculamos la de un intervalo (a—e€,a] utilizando (13)

y hacemos € — 0*:
PX=a)=1lim P(a-e < X <a) = lim (Fx(a) - Fx(a-e)). (14)
e—0* e—0*

El anterior limite es el salto que da la funcién Fx en el punto a. Como hemos
visto en los ejemplos anteriores, Fx tiene una discontinuidad de salto en cada
punto de los posibles. La magnitud del salto es igual a la probabilidad del
punto. En cambio, los puntos en los que Fx es continua tienen probabilidad

cero.

Si una variable aleatoria discreta X puede tomar los valores a; ordenados de

manera creciente segin el indice i:

Fx(a) =Y P(X =a). (15)

j<i

En el caso de una variable X ~ Bin(n,p), tenemos:

k
Fx(h=3 (7)1)’(1 -

1=0

Para una variable X ~ Poiss(a), tenemos:
k (Xl
Fx(k) = ﬁe‘“.
1=0

En los dos casos anteriores, no es posible expresar en forma compacta el resul-
tado de los sumatorios. Tenemos que recurrir a software matematico o hacer

la suma cuando el namero de términos es pequefio.

Un caso en el que si podemos calcular el sumatorio que da Fx es el de la

variable aleatoria geométrica.

Si X ~ Geom(p):

Fx(k)=1-(1-p* con ke{1,23,..}. (16)
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Este se demuestra haciendo el sumatorio Z,kzl(l -p)'p (suma de tipo geométri-
co) o con el siguiente razonamiento: Fx(k) = P(X < k) = 1-P(X > k) = 1-(1-p)¥,
puesto que X > k equivale a que en las primeras k realizaciones se ha obtenido

no éxito.

Ejemplo 2.10

Se lanzan dos dados repetidamente, hasta que se obtiene el doble seis. Sea X la variable
que cuenta el nimero de lanzamientos.

1) Calculamos las siguientes probabilidades:
* Que hagan falta 10 tiradas o menos.
* Que hagan falta 20 tiradas o mds.

* Que hagan falta entre 30 y 40 tiradas.

La probabilidad del doble seis es 1/36. El nimero de tiradas es X ~ Geom(1/36). Su
funcion de distribucion, segan (16), es Fx(k) =1 - (2—2)".
La primera probabilidad pedida es:

35 10
P(X < 10) = Fx(10) = 1 - (%) =02455.

La segunda probabilidad es:

35 19
P(X >20)=1-P(X < 19) = 1—Fx(19) = (%) = 05855.

La tercera probabilidad es:

P(30 < X < 40) = P(29 < X < 40) = Fx(40) — Fx(29)

29 40
= <§> - <§> =01177.
36 36

2) ;Cual es el namero medio de tiradas que hay que hacer?
Se trata de E(X). En la tabla de pardmetros, vemos que una variable Geom(p) tiene
esperanza 1/p. Asi, en nuestro caso E(X) = 36.

3) ;Cudl es el nimero minimo de tiradas que nos asegura una probabilidad de al menos
un 90% de obtener el doble seis?

La probabilidad de que el doble seis salga como muy tarde en la jugada N-ésima es
P(X < N) = Fx(N). Entonces, queremos Fx(N) > 09. La ecuacién es:

35\~
1-(=—) >09.
(36) =07
que implica
In(0,1)
— =817.
~ In(35/36)

Asi, son necesarias como minimo 82 tiradas.
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3. Variable aleatoria continua

En el apartado 2 de este modulo, hemos visto qué es una variable aleatoria
discreta y hemos estudiado cuatro de las distribuciones mads utilizadas: la dis-
tribucion de Bernoulli, la binomial, 1a geométrica y la de Poisson. Hemos visto
también los parametros valor medio y varianza y, finalmente, hemos visto qué
es la funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta. La estructura
de este apartado es muy similar a la del anterior. Aqui veremos los conceptos
anteriores aplicados al caso de las variables aleatorias continuas.

En el ejemplo 1.2 del apartado 1, cuando hemos definido qué es una varia-
ble aleatoria, y hemos visto que la variable aleatoria continua X puede tomar
un valor cualquiera del intervalo [0,2]. En este caso, si suponemos que nin-
guno de los valores dentro de [0,2] tiene preferencia, podriamos encontrar los

resultados siguientes de manera intuitiva:

1) ;Cual es la probabilidad de que la seflal emitida se encuentre entre 0 y 1
mV, es decir, P(0 < X < 1)? Todo nos hace pensar que es %, puesto que estamos
jugando con la mitad de posibilidades.

2) (Cudl es la probabilidad de que la sefial emitida se encuentre entre 3 y
4 mV, es decir, P(3 < X < 4)? Dado que sabemos que esto no sucederd nunca,
porque el generador solo nos da una sefial en el intervalo [0,2], decimos que

es 0.
3) (Cudl es la probabilidad de que la sefial emitida sea exactamente de 1 mV?
Este caso nos caracteriza las distribuciones de variables aleatorias continuas.

Decimos que P(X=1) = 0. En una distribucién de variable aleatoria continua,

la probabilidad en cualquier punto x es cero.

3.1 Funcion de distribuciéon y funcion de densidad

La funcion de distribucién se define del mismo modo que para una variable

aleatoria discreta, tal y como lo habiamos definido en el apartado 2.3.

Definicion 3.1. La funcion de distribucion de una variable aleatoria
X se define como

Fx(x) =P(X < x), VxeR. (17)
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Observad las similitudes en la definiciéon de funcién de distribucion para
variables aleatorias discretas y continuas.

La funcién de distribucion Fx(x) verifica las propiedades siguientes:

1) 0 < Fx(x) < 1.
2) lim Fx(x) =1.
X—00
3) lim Fx(x)=0.
X——00
4) Fx(x) es creciente, es decir, si a < b entonces Fx(a) < Fx(b).
5) P(a < X < b) = Fx(b) - Fx(a).

Observad que son exactamente las mismas propiedades que habiamos visto
para el caso de las variables aleatorias discretas, pero aplicadas, en este caso, a

las variables continuas.

Definicion 3.2. Una variable aleatoria X es continua si Fx(x) es con-
tinua en todo R y derivable en R (salvo, quiza, un nimero finito de
puntos).

Esto implica que la probabilidad de un punto aislado vale cero. Apli-
cando (14), tenemos P(X = a) = 0.

Definicion 3.3. Si X es una variable aleatoria continua con funcién de
distribucién Fx(x), la funcion de densidad se define como:

Frex) = %, Vx € R. (18)

Es decir, la funciéon de densidad, fx(x), es la derivada en funcién de x (va-
riable independiente que nos dice qué valores puede tomar nuestra variable
aleatoria X) de la funcién de distribucién, Fx(x). Recordad que la funcién de
distribucién nos daba la probabilidad acumulada a medida que ibamos consi-
derando los valores posibles de la variable aleatoria. La funcién de densidad,
fx(x), nos da una idea de coémo varia la funcién de distribucién de una variable
aleatoria. E inversamente, la funcién de distribucién es la integral sobre x de

la funcion de distribucion.

Funciones continuas y
derivables

Decimos que una funcién
f(x) es continua si a medida
que nos vamos desplazando
por el eje de la variable
independiente, x, no se
producen saltos o cambios
bruscos. Intuitivamente, son
funciones que podriamos
dibujar sobre un papel sin
levantar el lapiz. Decimos
que una funcién es derivable
o diferenciable en un punto
si existe su derivada en aquel
punto. Recordad que todas
las funciones derivables son
continuas.
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Veamos un ejemplo. Como podéis ver en la figura 4, el drea por debajo de la

curva de f(x) corresponde a un punto de F(x).

Figura 4. Funcién de densidad f(x) y funcién de distribucion F(x)

f(x)

v

FX)

v

A continuacién, veamos qué relaciones hay entre la funcién de distribucion,

Fx(x), y 1a funcion de densidad, fx(x), de una variable aleatoria continua.

Propiedades de la funcién de densidad

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de distribucién
Fx(x) y funcion de densidad fx(x), entonces:

1))

fx(x) > 0. (19)

Esto esta claro si observamos la ecuacion (18) de la definicion 3.3 y
pensamos que Fx(x) es creciente, puesto que una funcién creciente
siempre tiene pendiente positiva.

Figura 4

En la figura, podéis observar
la relacién entre la funcién de
distribucién, Fx(x), y la
funcién de densidad, fx(x).

Observacion

Si X es una variable aleatoria
continua, entonces
Pa<X<b=

Pla < X < b).

En efecto, dado que la
probabilidad de un punto es
cero, la probabilidad de un
intervalo no varia, incluyamos
0 No sus puntos extremos.
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2)

PMSXSM=&®%FAm=/%M@ﬂ. (20)

Es decir, la probabilidad entre dos puntos a y b la obtenemos inte-
grando la funcién de densidad entre estos dos puntos, es decir, el
area por debajo de la curva de la funcion de densidad (el resultado
se deduce del hecho de que Fx es una primitiva de fx y es continua).

3)
Fe = [ fu@dt 21)

Es decir, la probabilidad acumulada también la podemos pensar co-
mo un area por debajo de la funcién de densidad fx(x). Esto se dedu-
ce de (20) con a =—oco y b = x, ya que X < x corresponde al intervalo

(—o0,X].

4)
/ . fe() dx = 1. (22)

Es decir, el area total por debajo de la curva fx(x) es 1. Se obtiene de
(21) haciendo x — co.

Llegados a este punto, nos podriamos preguntar: jpor qué es necesario definir
la funcién de densidad de una variable aleatoria continua si ya tenemos el
concepto de funcién de distribucién, como habiamos visto con las variables
aleatorias discretas? La respuesta es que para el caso de las variables continuas,
no siempre es posible expresar la funcién de distribucién de una manera senci-
lla y cerrada. Ademas, muchas de las propiedades de estas variables se ven mds
claramente cuando utilizamos la funcién de densidad en vez de la funcién de

distribucion.

3.2 Variables aleatorias continuas mas importantes

Como acabamos de ver en el subapartado anterior, cuando trabajamos con
variables aleatorias continuas, estas se pueden caracterizar con su funcién de

densidad. Veamos a continuacién las mas importantes.
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3.2.1 Variable aleatoria uniforme: U(a,b)

En la figura 5, podéis ver un ejemplo de variable uniforme y sus funciones de
densidad y de distribucién. Como podéis ver, el area indicada por debajo de
f(x) corresponde a un punto de F(x).

Figura 5. Funcién de densidad f(x) y funcién de distribucién

F(x) de la variable aleatoria X ~ U(a,b) Figura 5

Funcién de densidad f(x) y
funcién de distribucién F(x)
de una variable aleatoria
uniforme X ~ U(a,b).
Observad que la probabilidad
acumulada en el punto x,
F(x) corresponde al area bajo
la funcién de densidad f(x).
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El ejemplo 1.2 sigue una distribucién X ~ U(0,2). De este modo, la probabili-
dad de que la sefial emitida se encuentre entre O y 1 mV nos la da el area por
debajo de la curva de la funcién de densidad, que en este caso corresponde al

area de un rectdngulo de base 1y altura . Es decir, PO < X < 1) = 1.

Otro ejemplo de sistema que utiliza las distribuciones uniformes son los gene-
radores de nimeros aleatorios. Estos dispositivos generan nimeros dentro de
un intervalo determinado de manera uniforme, de tal manera que todos los
nameros tienen la misma probabilidad de ser generados. Veamos un ejemplo

a continuacion.

Ejemplo 3.1

Elegimos al azar un ndmero, X, en el intervalo (0,5). La funcién de densidad es:

—

si x €(0,5)
f(x) =

5
0 de otro modo

Calculamos algunas probabilidades.

1) Probabilidad de que el ntiimero sea menor que 3, P(X < 3) = f03 % dx = %

2) Sabiendo que el numero es mayor que 2, probabilidad de que sea menor que 3,

PQ<X<3) 1/5 1
P(X<3|X>2)=(P(;7>§))=#=§_

3.2.2 Variable aleatoria exponencial: Exp(})

La distribucién exponencial se suele utilizar para modelizar experiencias en

las que interviene un tiempo de espera, como:

¢ Tiempo de espera en una consulta sin cita previa.
e Tiempo de espera en un servidor para recibir respuesta a una peticiéon en-
viada.

¢ Lavida de un componente electrénico.

La distribucién de Poisson que hemos visto en el apartado de las variables
aleatorias discretas estd muy relacionada con la distribuciéon exponencial. Si
un proceso es de Poisson (suceso aleatorio en el tiempo), la variable tiempo,
t, que pasa hasta que tiene lugar el primer suceso, es exponencial. Hay que
destacar que el pardmetro de la variable de Poisson vale a = AT, donde T es el

intervalo en el que contamos los acontecimientos que suceden.

Véase también

Recordad el subapartado 2.3
del médulo <Introduccién a
la probabilidad>, en el que
vimos la probabilidad
condicionada, es decir, la
probabilidad de un suceso
sabiendo que se ha
producido otro suceso
conocido.
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La variable aleatoria exponencial tiene por funcién de densidad:

AeM si x>0
f(x) = (25)
0 x<O0

Obtenemos la funcién de distribucién integrando. Asi,

1-e™ si x>0
Fx) = (26)

0 x<0

Escribimos X ~ Exp(}).

En la figura 6 vemos la representacién de la funcién de densidad, para tres
valores diferentes de A. (No se ha representado el eje negativo de abscisas, en
el que la funcién es 0.)

Figura 6. Funciones densidad de X ~ Exp(1), X ~ Exp(2) y X ~ Exp(3) Figura 6
4 - Representacion de la funcién
de densidad de una variable
7] exponencial para los valores
y oo de A 1, 2y 3. Cuanto mayor
| es A (mas llamadas por
unidad de tiempo, por
., ejemplo), es mas probable
3 - que tengamos que esperar
poco tiempo hasta que llegue
T una llamada.
A=3
2 A
A=2
1 S
A=1 |
T T T [ T T 1T T 1 T 1T 1]
0 1 2 3 4
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Observad que, tal y como A crece, el pico de la funcién en torno a x = 0
se acentia. La causa de esto es que, si llegan muchos sucesos por unidad de
tiempo, la mayor parte de la probabilidad de tener una llegada se concentra en
valores de x pequefios. Por el contrario, si tenemos pocos sucesos por unidad
de tiempo (a o A pequefios), la probabilidad de llegada es mas uniforme.

Ejemplo 3.2

Supongamos que el tiempo, en horas, que se necesita para arreglar un cierto tipo de
averia telefénica es una variable aleatoria, T, que sigue una ley exponencial de parametro
A = 05. En este caso, tenemos f(t) = 05¢ 9 y F(t) = 1 - ¢ 95 para x > 0. Calculamos
algunas probabilidades:

1) Probabilidad de que el tiempo de reparacion pase de las 2 horas. Es decir,

PT>2)=1-P(T<2)=1-F@2)=e¢"=0,368.

2) Sabiendo que el tiempo de reparacién ya ha sobrepasado las 9 horas, ;jcudl es la
probabilidad de que la reparacién tarde al menos 10 horas? En este caso, se trata de
encontrar una probabilidad condicionada. Escribimos:

_PHT >10}n{T >9}) PT >10)
P(T>10|T >9) = PT > 09) )

_1-F10) _ 951 _
1RO - e = 0,606.

3.2.3 Variable aleatoria normal o de Gauss: N(m,0)

Es una de las distribuciones de probabilidad mas utilizadas. Muchos fenéme-
nos fisicos que afectan a circuitos y aparatos de telecomunicaciones se mode-
lizan utilizando la distribucién normal o de Gauss. También se utiliza con mu-
cha frecuencia para el control de calidad estadistico de componentes electréni-
cos. Depende de dos pardmetros, m y o, que veremos en el subapartado si-

guiente.

Una particularidad que presenta esta distribucién es que se trata de la forma
limite de algunas distribuciones discretas cuando se aumenta indefinidamen-
te el namero de repeticiones de un experimento. Muchas variables aleatorias
como pesos, alturas, tallas, consumos de gas, etc. siguen una distribucién nor-
mal porque cada una es la suma de un gran numero de variables aleatorias
independientes. De este modo, la altura de una persona es la suma de muchos

factores, hereditarios, alimentacion, tipo de vida, etc.

Los errores, denominados aleatorios, que se presentan en observaciones as-
tronémicas, pesadas de una balanza, el ruido generado en los aparatos de te-
lecomunicacioén, etc. y, en general, en la mayoria de las medidas con algan
aparato, son la suma de un gran ntimero de errores elementales independien-
tes como corrientes de aire, vibraciones, error de apreciacion, etc. Por eso, los

errores aleatorios siguen una distribucién normal.

Véase también

Aqui volvemos a utilizar la
nocién de probabilidad
condicionada del
subapartado 2.3 del médulo
<Introduccién a la
probabilidad>.

Parametros de la
distribucién normal

La distribucién normal o de
Gauss se caracteriza por dos
pardmetros: el valor medio m
(parametro de posicién), y la
desviacion tipica o,
parametro que nos mide la
dispersion de la variable
aleatoria respecto a m.
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La variable aleatoria normal tiene por funcién de densidad:

X*mz
f(x) = Zlnce‘(zoz) , VxeR. (27)

m € R es la esperanza de X y o > 0 es la desviacion tipica de X. Escribi-
mos X ~ N(m,o).

Calculo de probabilidades

En este caso, la funcién de distribucién no se puede encontrar integrando

analiticamente de manera sencilla, como lo hemos hecho antes. Por esta razon, Para calcular probabilidades

nos serd mas util trabajar con la funcién de densidad. utilizaremos tablas
estadisticas o bien algin
software matematico de tipo

Veamos algunos gréficos de la funcion de densidad al variar los pardmetros m Scilab, Excel, Wiris, Minitab,

SPSS, R, etc.
yo.
En la figura 7, hemos representado N(0,1) y N(2,1). El primer pardmetro de la
funcion N(x,y) (0 y 2 en este ejemplo) hace referencia al valor medio. El se-
gundo pardmetro (1 en los dos ejemplos) es la desviacion estandar. Observad
que, dado que las dos variables aleatorias tienen la misma desviacion tipica, o
(sigma), la forma de la funcién no ha variado. N(2,1) esté trasladada dos uni-
dades a la derecha respecto de N(0,1), puesto que el valor medio es diferente
en cada caso.
Figura 7
Figura 7. Funciones de densidad de X ~ N(0,1) y X ~ N(2,1) La curva de la izquierda
representa la distribucién
0,50 N(0,1), centrada en 0 y con
0.45 ] una desviacién tipica de valor
o N(O,1) 1. La curva de la derecha
0,40 - representa la distribucién
i N(2,1), con valor medio 2 y
0,35 N, 1) desviacion estandar 1.
0,30
0,25 -
0,20 -
0,15
0,10
0,05
000T—T 1t T 1Tt 1 T T T T T T T T T T T T 7T

-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

En la figura 8, fijamos el valor a m = 0 y modificamos o. Observamos que
para un valor menor que ¢ hay menos dispersién. Para ¢ = 2 tenemos mas
dispersion vy, por lo tanto, la funcién de densidad es menos puntiaguda.
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Figura 8. Funciones de densidad de X ~ N(0,1) y X ~ N(0,2)

0,50 Figura 8
0,45 ] La funcién N(0,1) es una
0.40 - N(O, 1) distribucién gaussiana con
] media 0 y desviacién
0,35 - estandar 1. En la funcién
- N(0,2) hemos aumentado la
0,30 desviacion estandar, y dado
T gue tenemos mas dispersion,
0,25 esta funcién es mas plana,
0 20: menos puntiaguda. Notad,
] sin embargo, que el érea
015+ total bajo las dos curvas ha
T de ser la misma e igual a 1.
N(0,2
0,10 0.2)
0,05
0,00 T T T T T T T T | B — —
-8 ) -4 -2 0 2 4 6 8

Observad que aunque cambie la forma de la funcién, el 4rea total por debajo de la curva es 1, la probabilidad total.

Puesto que no podemos integrar analiticamente f(x), para encontrar probabi-

lidades hay que utilizar tablas o bien algin software matematico o estadistico.

Figura 9. Funcién de densidad de X ~ N(0,1)
Figura 9

En este ejemplo, se ha
calculado la probabilidad de
que x < —1. Para hacerlo,
f() hemos calculado el 4rea bajo
la distribucién de Gauss
desde —co hasta x = 1.
Utilizando software
matematico, se ha

0,2 encontrado que

P(x < -1) =0,158655.

3.3 Parametros: valor medio (esperanza) y varianza

En el subapartado anterior, hemos visto tres de las distribuciones continuas
mads frecuentes: la distribuciéon uniforme, la exponencial y la de Gauss. De
manera parecida a como lo hemos hecho para el caso de las variables aleato-
rias discretas, en este subapartado veremos dos parametros que definen estas
distribuciones: el valor medio y la varianza. La diferencia fundamental entre
las variables discretas y las continuas es que, en este caso, transformaremos
los sumatorios que habiamos visto en el subapartado 2.2 en integrales. El sig-

nificado de los pardmetros es el mismo que en el caso discreto.
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Distribuciones de variables aleatorias continuas

1
LY b _ )2
Ula,b) f={ boa SFE@D %b ® 12“)
0 de otro modo
N(m,0) fw=— L S e r 2
m,o X) = e 202 Vx m o
V2no

Ae™M si x>0
0 de otro modo

)=
>
[}

Exp(2) fx) = {
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Comprobamos algin resultado para el caso de X ~ Exp(A):

E(X)

00 o u=x i du=dx
/ xf(x)dx = / xae " dx = =
> 70 dv=re™ i y=—e™

= [—xe”"‘} 4 / e dx = lim (—xe™) - lim(-xe ™) + L
0 0 X—00 x—0 A
= 0+0+ %

3.4 Variables aleatorias mixtas

Como hemos visto, las variables aleatorias discretas tienen una funcién de
distribucién constante a trozos, y las variables aleatorias continuas tienen una
funcion de distribucién continua en todo R y derivable a trozos. Esto no agota
todas las posibilidades, puesto que podemos tener una funcién de distribucién
que sea derivable a trozos y que tenga algunas discontinuidades de salto. En
este caso, hablamos de variables aleatorias mixtas. Para estas, tenemos algunos
puntos con probabilidad no nula (P(X = a) > 0) y, ademds, pueden tomar
todos los valores de conjuntos como intervalos reales.

Ejemplo 3.3

Consideramos una variable aleatoria con funcién de distribuciéon

0 six<O0

F = x+1

six>0
X+2

La anterior funcién es creciente, tiende a O para x — —oco y tiende a 1 por x — oo, asi que
es una funcién de distribucién correcta.

La variable X no es continua, puesto que en x = 0 F(x) salta de 0 a 1/2. Entonces
P(X = 0) = 1/2, probabilidad que seria cero para una variable continua.

Tampoco es discreta, puesto que puede tomar cualquier valor positivo dado que F(x) es
estrictamente creciente para x > 0.

Se trata, pues, de una variable mixta. No tiene una densidad definida, debido a la discon-
tinuidad en cero. Aun asi, se puede definir una densidad utilizando funciones generali-
zadas (delta de Dirac), tal y como se verd en el apartado 3.6.

3.5 Funciones de densidad condicionadas

Del mismo modo que la probabilidad de un suceso, P(A), cambia cuando sa-
bemos que se ha producido otro suceso B, para pasar a ser P(A |B), las carac-

teristicas de las variables aleatorias también cambian en esta situacion.
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Ejemplo 3.4

Consideramos una variable X que da el tiempo que pasa hasta que llega una sefial de
comunicacion. Si ha pasado un cierto tiempo, digamos que 2 segundos, y la sefial no
ha llegado, la probabilidad de que X tome ciertos valores queda condicionada por este
hecho. En este caso, B = {X > 2} y, dado B, la probabilidad de que, por ejemplo, X > 5
se tiene que calcular como una probabilidad condicionada: P(X > 5|B).

En esta situacion, puede ser mas practico tener una densidad para la variable X que ya
incorpore la condicién. Esto nos lleva a definir la densidad condicionada.

Si B es un suceso que afecta a la variable aleatoria X, la densidad de X, f(x), se
modifica para pasar a ser (x| B), densidad de X condicionada al suceso B.

A partir de aqui, podemos calcular la esperanza de X condicionada al suceso B:

E(X|B) = / - xf (x| B)dx. (33)

(oo}

La situacién que consideramos se produce cuando el suceso B es de la forma
X € A, donde A es un subconjunto de R. El resultado es el siguiente:

JAC R,
Faixeay={ P@ T (34)
0 sixg A

En el anterior ejemplo, este seria el caso. Con B = {X > 2} es A = (2,00).

Ejemplo 3.5

El tiempo que tarda un servidor en procesar una peticion es una variable aleatoria X de
tipo exponencial con valor medio de 2 segundos. Suponemos que pasado 1 segundo, el
proceso todavia no ha acabado. ;Cuadl es la densidad y el valor medio de X condicionados
a este hecho?

X ~ Exp(1/2), puesto que el valor medio es 1/A = 2. La densidad de X es f(x) = %e‘x/z,
x > 0y la funcién de distribucién de X es F(x) = 1 -¢*/2, x > 0.

La condicién que tenemos es X > 1, asi que el conjunto A es (1,00). Notamos que su
probabilidad vale P(A) = P(X > 1) = 1 -P(X < 1) = 1 - F(1) = ¢'V/2. Entonces:

1,x/2
7 €

_ 1 ,(x-1)/2 ;
FR|X > 1) = p=Y) =3¢ six>1

0 six <1

La esperanza condicionada vale:

x-1

EX|X > 1) =/ x%e’%dx =[x +2)e T = 3.
1
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Notamos que esta esperanza es mayor que la esperanza sin condicionar, E(X) = 2, puesto
que la condicién desplaza el peso de las probabilidades hacia valores mayores.

3.6 Delta de Dirac. Densidad en el caso discreto

Las variables aleatorias discretas y las mixtas tienen funciones de distribucién
con discontinuidades de salto. En estos casos, no existe la derivada y, por lo
tanto, no hay una funcién de densidad en el sentido de la férmula (18) o la
(20). Esto es posible hacerlo utilizando las denominadas funciones generali-
zadas, mas concretamente, la delta de Dirac. Su definicién es:

Definicion 3.5. La funcién generalizada delta de Dirac, 5(x), se define
a través de la siguiente propiedad formal:

Para toda funcién continua g(x) y nimeros a < p se verifica:

6 .
/ 5()gx) dx = g0) sia<O0<p 35)

0 de otro modo

Mas generalmente, utilizamos la delta desplazada al punto a:

ga sia<a<fP

/ ‘ S(x—a)g(x)dx = (36)

0 de otro modo

Notamos que ff d(x—a)dx = 1 siempre que el intervalo de integracién conten-
ga el punto a, por pequefio que sea este intervalo. Esto no se podria conseguir
con ninguna funcién ordinaria. Una visualizacion de la §(x —a) seria una fun-
cion que vale O para toda x # a y vale co en el punto a, de forma que la integral
valga 1 (figura 10).

Dado que la probabilidad de una variable aleatoria discreta se concentra en
puntos aislados, es razonable representarla con una densidad con deltas de
Dirac. Si X es una variable aleatoria discreta que toma valores a; con probabi-
lidades Px(a;) = P(X = a;), le podemos asociar la siguiente densidad:

fu) = 3" Px(@)s(x-ay). (37)
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Figura 10. Delta de Dirac centrada en el punto a

d(x-a)

Una manera mas precisa de llegar al anterior resultado es a través de la funcién

escalon:

Definicion 3.6. La funcion escalon o funcion de Heaviside, u(x) es:

1 six>0
ux) = (38)

0 six<O

La funcién escalén se relaciona con la delta de la siguiente manera:

%u(x—a) =8(x-a). 39)

En efecto, de (36) deducimos que: f_"oo d(y—a)dy =0 para x < a, mientras que
f_xoo 8(y—a)dy =1 para x > a, asi que

/X S(y-a)dy = u(x-a).

o0

Derivando los dos lados de la anterior ecuacién, sale (39).

Ahora, podemos expresar la funciéon de distribuciéon de una variable discreta

0 mixta con funciones escalén y derivarla utilizando (39).
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Por una variable discreta, podemos expresar la funcién de distribucién:
Fx(x) = > Px(apu(x-ay),
i

puesto que Fx es una funcion escalonada y la altura de cada escaldn es el factor
Px(a;). Derivando la anterior ecuacién, se obtiene (37).

En el caso de variables mixtas, conviene tener en cuenta la siguiente propie-

dad. Para cualquier funcién continua h(x):
S(x—a)h(x) =d(x—a)h(a). (40)

La anterior igualdad se demuestra multiplicando los dos lados por cualquier
funcién continua g(x) y viendo que al integrar sobre cualquier intervalo, se
obtiene el mismo resultado en los dos lados.

Ejemplo 3.6

Obtendremos la densidad por la variable mixta del ejemplo 3.3.

x+1

Podemos expresar la distribucién de X como: F(x) = u(x) s

Derivando, y utilizando (40):

f()=u'(x)

!
X+1+u(x) x+1 =6(X)X+1+u(x) 1
2 X+ X+2

X+ 2 x+2)2

1 1
= E?3()c)+u(x)m.
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4. Teorema central del limite. Aplicacion

En este modulo, hemos visto las variables aleatorias discretas y continuas.
Para cada variable aleatoria, hemos calculado el valor medio y la varianza.
Estos parametros nos dan una idea global del comportamiento de la variable
aleatoria. También, para cada una de las variables estudiadas, hemos visto la
funcién de distribucién, que nos permite calcular la probabilidad acumulada
dado un cierto valor x y la funcién de densidad, que nos dice cémo varia (es
la derivada en funcién de x) la funcién de distribucién.

En este altimo apartado de este médulo, veremos como podemos relacionar
las variables aleatorias discretas vistas en el apartado 2 con la variable alea-
toria continua normal o de Gauss que hemos visto en el apartado 3. Tal y
como hemos dicho antes, la distribucién normal es la forma limite de algu-
nas distribuciones discretas, cuando se aumenta indefinidamente el nimero

de repeticiones de un experimento.

Recordad el ejemplo 2.8 que hemos visto en el subapartado 2.2, en el que
teniamos la distribucion de notas de dos alumnos como ejemplo de distribu-
cién discreta. Observad que alli hemos calculado el valor medio y la desvia-
cion tipica, justamente los pardmetros que definen una distribuciéon normal.
{Qué pasaria si en nuestra distribucion discreta aumentdramos el nimero de
muestras y en vez de 3 resultados tomaramos muchas mas notas? ;O si di-
bujasemos la distribucién de notas, no de 2, sino de muchos més alumnos?
Esto es lo que nos permite el teorema central del limite: aproximar una distri-
bucién discreta a una normal cuando aumentamos el nimero de muestras y
se dan una serie de condiciones que veremos a continuacién. Enunciamos el

teorema central del limite (TCL), que refleja este hecho.

Observacion
Teorema central del limite El teorema central del limite
nos permite aproximar una
Sea {X,} con n > 1 una sucesion de variables aleatorias independien- variable aleatoria discreta a
) . . una distribucién de Gauss
tes, que siguen la misma ley de probabilidad, con una esperanza m y cuando repetimos un
varianza o2. Consideramos la nueva variable aleatoria definida por: nmero lo bastante grande
de veces un experimento.

1 n
H ZX,’-I’I’I
i=1

W= (41)

vn

Esta variable, tal y como la hemos definido, tiene un valor medio igual
a cero y una varianza igual a 1. Se tiene que la variable Y, converge
hacia la distribucién N(0,1) cuando #n tiende a infinito. La distribucién

N(0,1) también se conoce como distribucion normal estandar.
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De manera alternativa, podemos considerar la variable:

n
Sn=>_Xi
i=1

Entonces, el TCL nos dice que para n grande S, ~ N(nm,/no).

4.1 Aproximacion de ley binomial a 1a normal

Si estamos trabajando con una variable discreta X ~ Bin(n,p), recordemos que
X cuenta el nimero de éxitos en n repeticiones de un experimento de Bernou-
1li. Entonces podemos expresarla como X = 37, X;, donde las X; son variables
de Bernoulli independientes. X; es un indicador que vale 1 si la i-ésima vez
que hacemos el experimento se obtiene éxito, y 0 en caso contrario. La suma

de los indicadores da el nimero total de éxitos.

Siendo X; ~ B(p), tenemos E(X;) = p y Var(X;) = p(1 - p). Aplicando el TCL, si
n es grande, X se aproxima a una normal Y ~ N(np,/np(1-p)), en la que la
variable Y tiene la misma esperanza y varianza que X. Observad que, en este
caso, el valor medio de la distribuciéon normal, m, es igual a np, y la desviacion,
o, es /np(1-p), enlaque ny p son los pardmetros de la distribucion binomial.

Aunque en el teorema anterior se habla de aproximacién cuando #n tiende a

infinito, en la practica esta aproximacion es valida cuando se cumple np > 5
yn(l-p)>S.

Hay que tener en cuenta que pasamos de una distribucion discreta que toma Observacion

valores enteros entre 0 y n a una variable continua que toma valores en todo ]
Recordad que X ~ Bin(n,p)

R. Ademads, en el caso de la ley binomial, la probabilidad en un punto es es el nGmero de n

diferente de cero, mientras que no es asi en el caso de la ley normal, porque ?:g’:r:ij”acsias de Bernoulli B(p)
| X .

es una distribucién continua.

Por estas razones, cuando aproximamos una distribucién binomial a una nor-

mal, hay que hacer una correcciéon de continuidad de la manera siguiente:

Si X ~ Bin(n,p) con np > 5y n(l-p) > Sy queremos calcular P(a < X < b), Observacion

consideramos la variable Y ~ N(np,\/np(1 - calculamos P(a-05 <Y <

( P P( P)) y ( » Observad los factores -0,5 y

b+0)5). +0,5, que hemos afiadido a
los limites a y b a causa de la
correccién de continuidad.

Ejemplo 4.1

En un almacén, se ha analizado durante un afio el porcentaje de piezas defectuosas y se
ha detectado un 8 % de las mismas. Es decir, podemos considerar que la probabilidad de
que una pieza sea defectuosa es de 0,08. Se toma una muestra de piezas 100 y se define la
variable aleatoria X como el nimero de piezas defectuosas dentro de la muestra de 100.
La variable aleatoria X sigue una ley binomial Bin(100,008), puesto que repetiremos el
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experimento de tomar una pieza 100 veces, y la probabilidad de éxito (aqui definimos
éxito como la obtencién de una pieza defectuosa) es 008. Calculamos la probabilidad de
que en las 100 piezas haya entre 10 y 20 defectuosas.

Primero lo calculamos sin hacer la aproximacién. Puesto que X ~ Bin(100, 008),

20
PAO< X <20)=) (100>0,08k092100‘k =02779.
k=10

Comprobamos a continuacién que podemos hacer la aproximacion de la distribucién
binomial a una normal:

e np=100-008=8> 5.
o n(1-p)=100-092=92 > 5.

Una vez confirmado que podemos hacer la aproximacién, tomamos una distribucién
normal con los pardmetros siguientes: m =np =8y o = \/np(1 —p) = 2,713. Por lo tanto,
nuestra distribucién normal es Y ~ N(8,2,713). La probabilidad de que en 100 piezas
haya entre 10 y 20 defectuosas es:

P(10 < X < 20)=P(95 < Y < 205) = 02901.

Recordad que tenemos que corregir los limites del intervalo con el factor 0,5. El altimo
valor numérico se ha obtenido con la ayuda de un software matematico.
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Resumen

En el apartado 1, hemos visto qué es una variable aleatoria y la hemos defi-
nido como una funcién que asigna un ntmero a cada elemento del espacio
muestral Q. Por ejemplo, si lanzamos una moneda, podemos definir X = O si

obtenemos cara y X =1 si obtenemos cruz.
También hemos visto que hay dos tipos de variables aleatorias:

e Variables aleatorias discretas: los valores que puede tomar X se encuentran

dentro de un conjunto finito o infinito numerable de elementos.

e Variables aleatorias continuas: X puede tomar cualquier valor en conjuntos

no numerables.

El apartado 2 lo hemos dedicado a estudiar en detalle algunas de las variables
aleatorias discretas mas importantes. Hemos definido qué es la funcién de
probabilidad y hemos visto las distribuciones siguientes:

e Variable aleatoria discreta uniforme.

e Distribucién de Bernoulli, B(p), definida por el pardmetro p (probabilidad
de éxito).

¢ Distribuciéon binomial, Bin(n,p), que consiste en un experimento de Ber-
noulli repetido n veces.

¢ Distribucién geométrica, Geom(p), que se da cuando repetimos el experi-
mento de Bernoulli hasta que obtenemos el primer éxito.

¢ Distribucion de Poisson, Poiss(a), caracterizada por el pardmetro o (name-

ro medio de sucesos dentro de un cierto intervalo).

Hemos definido los momentos de orden n de una variable aleatoria discreta
y, en particular, hemos visto la esperanza o valor medio, la varianza y la
desviacién tipica. Definimos el valor medio o esperanza como se indica a

continuacion:

E(X) = Zn: a,-P(X:ai).

i=1

El momento de orden 2 es:

E(X?) = Z a?P(X =a;).

i=1
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La varianza y la desviacién tipica son:

Var(X) = E(X?) -E(X)?, o =+/Var(X).

Finalmente, hemos visto el concepto de funcion de distribucién como fun-
cién de probabilidad acumulada que nos da la probabilidad de que la variable

aleatoria X sea igual o menor que un cierto valor x:

Fx(x) =P(X < x), vx € R.

En la tabla siguiente, podéis ver los pardmetros mdas importantes para las va-

riables aleatorias discretas que hemos visto.

Distribuciones de variables aleatorias discretas

X ~ k P(X=K) E(X) Var(X)
B(p) {01} PX=1)=p » p(1-p)
P(X=0)=1-p
Bin(np) | {0,1,2,...,n} | P(X=k)= (})pk(1 - p)r-* np np(1 - p)
Geom(p) {1,23,...} P(X=K) = (1-p)F1p 1 1[);1’
Poiss(ct) {0,1,2,...} P(X=k) = % e a a

Hemos dedicado el apartado 3 al estudio de las variables aleatorias conti-
nuas. Hemos empezado el apartado definiendo la funciéon de distribucion,
que conceptualmente es la misma que para el caso de las variables discretas.
Para el caso de las variables continuas, hemos definido una nueva funcion,
la funcién de densidad, que es la derivada de la funcién de distribucion.
A continuacién, hemos visto las variables aleatorias continuas mas importan-

tes:

e La distribucién uniforme, X ~ U(q,b), caracterizada por el intervalo (a,b),

en el que la funcion de densidad es constante y vale ﬁ en este intervalo.

e La distribucion exponencial, Exp (1), en la que A es la tasa de sucesos por
unidad de tiempo.

e La distribucion normal o de Gauss, N(m,c), caracterizada por el valor me-

dio y la desviacion tipica.
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Del mismo modo que hemos hecho en el apartado 2 con las variables alea-
torias discretas, hemos visto también en este apartado que para las variables
aleatorias continuas, podemos definir los momentos de orden n, la varianza

y la desviacidn tipica. El valor medio o esperanza se expresa como sigue:

E(X) = /oo xf (x)dx.

o0

El momento de orden 2 es:

E(X?) = / - X (x)dx.

o0

La varianza y la desviacion estandar son:

Var(X) = E(X?) -E(X)?, o =+/Var(X).

La funcién de distribucién y de densidad las definimos como sigue:

dFx(x)
dx

Fx(x)=P(X <x), fx(x)=

En la tabla siguiente, podéis ver los pardmetros mas importantes para las va-

riables aleatorias continuas que hemos visto.

Distribuciones de variables aleatorias continuas

X~ Funcion de densidad E(X) Var(X)
L s
U(a,b) f(x) = { ba SLXE (a,b) %b (bI‘ZI)Z
0 de otro modo
1 _(xfm)z
N(m,0) fx) = ¢ 22 VXER m o2
(o2
Ae™M si x>0
Exp(2) f(x) = Z 1 ;7
0 de otro modo

Finalmente, en el apartado 4, hemos visto el teorema central del limite. Es-
te teorema nos permite aproximar la suma o la media de una sucesion de
variables aleatorias independientes a una distribucion normal bajo ciertas
condiciones. En particular, hemos visto como podemos aplicar esta ley para

aproximar una distribucién binomial a una normal.
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Actividades

1. Una empresa de fabricacién de microchips observa que el nimero de componentes electro-
nicos que fallan antes de cumplir 100 horas de funcionamiento sigue una distribucién de
Poisson. De media, el nimero de microchips que fallan en este intervalo de tiempo es 8. Se
pide:

a) Comprobad que la funcién de probabilidad correspondiente a la Poisson satisface la con-
dicién de que la suma de todas las probabilidades de valores posibles de la variable tiene un
valor de 1, es decir, que 1 = >, P(X=k).

Pista: Recordad la serie de Taylor de la funcién exponencial.

b) ;Cual es la probabilidad de que falle exactamente un microchip al cabo de 50 horas de
funcionamiento?

c) ;(Cudl es la probabilidad de que no fallen mas de dos microchips en 100 horas?
d) ;Cual es la probabilidad de que fallen al menos 10 microchips en 125 horas?

2. Una fuente binaria genera digitos 1 y 0 de manera aleatoria con probabilidades 0,6 y 0,4,
respectivamente. Se pide:

a) ;Con cudl de las variables aleatorias vistas podriamos modelizar el comportamiento de
esta fuente?

b) (Cual es la probabilidad de que en una secuencia de 5 digitos salgan dos 1 y tres 0?
c) ;Cudl es la probabilidad de que en la secuencia de 5 digitos se obtengan al menos tres 1?

3. Suponed que el tiempo (en segundos) que tarda un servidor de bases de datos en dar
respuesta a una consulta SQL es una variable aleatoria exponencial con parametro A = 1/10.
Si el servidor recibe otra consulta SQL justo antes de la vuestra, se pide:

a) ;Qué valores puede tomar el tiempo de espera X para poder lanzar una consulta? ;Se trata
de una variable aleatoria discreta o continua?

b) ;Cual es la probabilidad de que el anterior tiempo de espera sea menos de 5 segundos?
c) ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo de espera esté entre 5 y 10 segundos?

4. En una red de telecomunicaciones, se ha calculado que la probabilidad de que un direc-
cionador falle en una jornada de actividad extrema es de 004. Si se considera un total de
2.500 jornadas de actividad extrema, entonces:

a) Sea X el namero de veces que falla el direccionador. ;De qué tipo de variable aleatoria se
trata?

b) ;Cudl es la probabilidad de que el direccionador falle méas de 120 veces en este periodo?

c) (Y de que falle entre 100 y 120 veces (los dos incluidos) en este periodo?
Pista: Gracias al TCL, es posible aproximar una binomial mediante una normal.

5. El nimero de consultas que un servidor de bases de datos procesa en un intervalo de 10
segundos es una variable aleatoria de Poisson, X, con tasa A = 0,5 consultas por segundo. Se
pide:

a) ;Cudl es la probabilidad de que ninguna consulta sea procesada en un intervalo de 10
segundos?

b) (Cual es la probabilidad de que al menos 2 consultas sean procesadas en un intervalo de
10 segundos?

6. Un emisor A transmite un mensaje a un receptor B. Sea p la probabilidad de que B reciba
correctamente el mensaje. Para asegurarse de que el mensaje serd recibido al menos una
vez, A volverd a enviar el mensaje hasta un méaximo de n intentos. Suponiendo que las n
transmisiones son independientes, se pide:

a) Identificad cudl es la distribuciobn estadistica asociada a la variable
X=numero de mensajes recibidos correctamente por B en los #n intentos.
b) Si p =07y n=3, calculad la probabilidad de que B acabe recibiendo el mensaje.

c) Sip =08, ;cudl es el valor minimo de n que hace que la probabilidad de que el mensaje se
reciba sea, como minimo, de 095?

7. Suponed que la temperatura T a la que tiene que trabajar una sonda de medida durante
una mision espacial es una variable aleatoria gaussiana (distribucién normal) con media 85
grados Fahrenheit y desviacion estdndar de 10 grados Fahrenheit.
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a) En un momento determinado, ;jcual es la probabilidad de que la temperatura esté entre
75y 95 °F?
b) ;Y de que esté entre 65 y 105 °F?

c) Buscad en internet informacién sobre la regla 68/95/99 y justificad que los resultados
anteriores son coherentes con esto.

d) Haced uso del teorema central del limite para explicar la grafica siguiente.

8. Una centralita telefénica recibe 300 llamadas por hora. La centralita estd dimensionada de
tal manera que no se pueden establecer mas de 12 conexiones por minuto. Con estos datos,
nos piden lo siguiente:

a) ;Cuadl es la probabilidad de que la centralita quede saturada en un minuto determinado?
b) (Cual es la probabilidad de que se reciba una tnica llamada en un minuto determinado?

9. De una estacién parte un tren cada 20 minutos. Si llegamos a la estaciéon en un momento
cualquiera, nos piden determinar lo siguiente:

a) La funcién de distribucién de la variable aleatoria «tiempo de espera>.

b) La probabilidad de que tengamos que esperar en la estacién menos de 7 minutos.

c) La esperanza, la varianza y la desviacion de la variable aleatoria «<tiempo de espera>.
d) La probabilidad de que tengamos que esperar exactamente 12 minutos.

10. Un avién de alto rendimiento tiene una computadora central y dos més idénticas, pre-
paradas por si falla alguna de las otras. Durante una hora de operacién, la probabilidad de
que falle la computadora principal o cualquiera de las otras es de 0,1. Suponiendo que cada
hora representa un experimento independiente del resto:

a) (Cual es el tiempo medio que pasa para que fallen las tres computadoras?
b) ;Cual es la probabilidad de que las 3 computadoras fallen en un vuelo de 5 horas?
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Solucionario
1.
a) Se trata de comprobar que 1 = >~ P(X=Kk).

k
Teniendo en cuenta la serie de Taylor e* = 3%, 37

o] o] U.k
> PX=k)=e*>" o= et e =1,
k=0 k=0

b) Sabemos que el namero medio de microchips que fallan antes de cumplir 100 horas de
funcionamiento es 8. Tenemos que la tasa es A = 8/100 = 0,08 microchips por hora. El
numero medio de microchips que fallan en un intervalo de 50 horas serd o = A - 50 = 4.
La probabilidad de que fallen k microchips en este intervalo de tiempo es: P(X =k) = %!ke‘“
Sustituyendo por los valores del enunciado:

4,
P(X=1) = ¢ = 00732.

¢) En este caso, el intervalo para considerar son 100 horas, el mismo que nos dan por enun-
ciado. En este intervalo, a = 8. La probabilidad de que fallen como mucho dos microchips
es:

d) Considerando ahora el intervalo de 125 horas, podemos decir que de media el namero de
microchips que fallan es de a = 10. La probabilidad de que fallen 10 o mas microchips es
igual a 1 menos la probabilidad de que falle un nimero menor que 10. Es decir:

9k 9 k
PX>10)=1-PX <9 =1-)" %e‘“ =1- (Z 10'> 10 = 0542.
k=0 k=0

2.

a) Podemos modelizar el comportamiento de este emisor con una variable aleatoria discreta
binomial que cuente el namero de 1 obtenidos, puesto que cada bit se considera una variable
aleatoria de Bernoulli y el nimero de experiencias serd el namero de bits emitidos.

b) Si denominamos X la variable aleatoria que representa el nimero de observaciones 1 (éxi-
tos) que se obtienen al generar la secuencia de 5 digitos, X sigue una distribucién binomial de
parametros n =5y p = 06, es decir, X ~ Bin(5, 06). Por lo tanto, P(X=2) = (g) 062-043 = 023.

c) Ahora se pide P(X > 3) =1-P(X < 2).

2
PX<2)=Y" (i)%k 045K 2045+5.06-04% +10.062 - 043 = 0317.
k=0

Por lo tanto, P(X > 3)=1-0,317 = 0,683.
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3.

a) X toma cualquier valor entre O y co. Es una variable de tipo exponencial, puesto que
coincide con el tiempo de respuesta descrito en el enunciado. Por lo tanto, es continua.

b) Como hemos visto, X ~ Exp(1/10). Por lo tanto, su funcién de distribucién es F(x) =
1-¢*10 para x > 0.

P(X < 5)=FG5)=1-¢12=0393.

c) De manera anéloga:

P5<X<10)=F(10)-F(5)=(1-eH)-(1-e1?) =¢ 2 ¢ =0239.

4.

a) Si representamos por X = <numero de veces que falla el direccionador en las 2.500 jor-
nadas>, y entendemos por «éxito> el hecho de que el direccionador falle, entonces: X ~
Bin(2.500, 004).

En este caso, podemos definir como A, éxito, el hecho de que el direccionador falle. Esto
pasa con una probabilidad de 004. El namero de veces que repetimos el experimento, segin
el enunciado, es de 2.500. Por lo tanto, podemos considerar que nuestra variable aleatoria
sigue una distribucién binomial con pardmetros n = 2.500, p = 004.

Con la aproximacion de una binomial a una normal, podemos trabajar con la variable Y:

Y ~ N(2.500 - 004,+/2.500 - 004 - 096) = N(100, 9,798).

b) Lo que se pide es:

P(X > 120) = 1-P(X < 120) = 1 - P(Y < 1205) = 098179 — 047965 = 00182.

c) Ahora lo que se pide es:
P(100 < X <120) =P(99,5 <Y < 1205) =1-098179 = 0,502.

(En los apartados b y ¢ se ha utilizado software matemdtico para calcular la funcién de
distribucién de la variable normal Y.)

5. X es una variable de Poisson de pardmetro o = AT =0,5-10 = 5.

a) La funcion de probabilidad de X es P(X =k) = e‘“%!k y, por lo tanto, P(X =0) = 6‘5% =
0,0067.

b) Ahora nos piden P(X > 2):

PX>2)=1-P(X<1)=1-(P(X=0)+P(X=1))=1-(¢5 +5¢°) = 1-6¢> = 0,9596.
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6.

a) Si representamos por X la variable aleatoria que representa el namero de éxitos (mensajes
recibidos) en las n pruebas, tenemos que X sigue una distribucién binomial de parametros n
y p, es decir, X ~ Bin(n,p).

b) En este caso, n =3y p =0, y por tanto:

PX>1)=1-P(X=0)=1- (3)0,70 033 =1-0027 =0973.

c) Ahora n es desconocido y p = 08. Se pide encontrar n tal que P(X > 1) > 095:

P(X>1)=1-P(X=0)=1- (8)080 02" =1-02".

Planteamos la inecuaciéon: 1 -02" > 095 = n > In005/1n02 = 186, es decir, tomaremos
n=2.

7.

a) Lo que se pide es: P(75 < X < 95) = 0,68269 =~ 0,68 (coherente con la regla).
b) Ahora lo que se pide es: P(65 < X < 105) = 0,9545 ~ 0,95 (coherente con la regla).
c) Por ejemplo:

Figura 11. Distribucién de las notas obtenidas por los dos estudiantes. En el eje horizontal, se
representa el nimero de prueba, y en el eje vertical, la nota obtenida.

0,4 -
0,3
0,2

0,1

0,0 -

d) La primera fila corresponde a la distribucién original de la variable X. El resto de las
filas corresponde a las distribuciones de las medias muestrales para diferentes tamafos de la
muestra (n =4, n =7y n = 10). Se observa que, con independencia de cémo se distribuya la
variable X, las distribuciones de las medias muestrales se van aproximando a una distribucién
normal a medida que aumenta el tamafio de la muestra. Este resultado es conocido como
teorema central del limite.

Figura 11

La parte en azul oscuro es
menos de una desviacién
estandar desde la media. Para
una distribucién normal, esto
representa el 68 % del
conjunto (azul oscuro). La
parte en azul menos oscuro
estd situada hasta dos
desviaciones estandar y
representa el 95 % del
conjunto. La parte en azul
claro (hasta tres desviaciones
estandar) representa el 99,7
%.
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8. Para resolver este ejercicio, tendremos en cuenta que podemos modelizar la llegada de
llamadas a una centralita mediante una distribucién de Poisson, X ~ Poiss(a).

El pardmetro que define la distribucién, a, coincide con la esperanza de la variable, como
hemos visto en el subapartado 2.2. El enunciado nos dice que llegan 300 llamadas en una
hora. Por lo tanto, la tasa es A = % = 5 llamadas/minuto.

a) La probabilidad de que el namero de llamadas en un minuto sea mayor que 12 y de que,
por tanto, la central quede saturada, es:

12k
PX>12)=1-PX <12)=1-¢>) " % =000202.
k=0

b) La probabilidad de que se reciba una sola llamada en un minuto es:

1
PX=1)= e-ssl—, =00337.

9.

a) Si llegamos a la estacién en cualquier momento y todos los momentos son equiproba-
bles, podemos asumir que la variable aleatoria «tiempo de espera> sigue una distribucién
uniforme en el intervalo (0, 20). La funcién de distribucién es la siguiente:

0 si <0,
F)=PX<x=4 X ¢ o<x<20,

20 -

1 si < 20.

La funcion de densidad f(x) es % dentro del intervalo (0,20).

b) La probabilidad de que espere menos de 7 minutos es la siguiente:

P(X <7)=F(7) = % =035.

c) La esperanza de la variable «<tiempo de espera> es:

0+20

ECO) = =

10.

Y la varianza es:

(20-0)2 100

Var(X) = 20 3333
ar(X) 12 3 A

La desviacion es o = /33,33 =5/7.
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d) La probabilidad de que el tiempo de espera sea exactamente de 12 minutos es cero, ya
que se trata de una variable aleatoria continua y, en este caso, la probabilidad de un valor
determinado es cero.

10.

a) Representamos por X el nimero de horas que pasa hasta que fallan los 3 sistemas. Xy, X,
y X3 son el namero de horas que pasa hasta que falla el primer, segundo y tercer sistema,
respectivamente. Cada X; es una variable geométrica de parametro p = 0,1. Por lo tanto,

E(X1) = E(X2) = E(X3) = 1/p = 10 horas. El tiempo total es X = X; + X, + X3, de modo que
E(X) =3-10 =30 horas.

b) A continuacién, nos piden la probabilidad de que las 3 computadoras fallen en un vuelo
de 5 horas, es decir:

P(X <5 =P(X=3)+P(X=4)+PX=5).

P(X=3) =p3 = 0001 ya que corresponde a X1 = Xp = X3 = 1.

P(X = 4) = 3p3(1-p) = 0,0027 ya que corresponde a X1 =2, X, =X3=10X,=2,X; =X3=1
OX3 =2,X1 =X2= 1.

P(X = 5) = 6p3(1 - p)? = 000486 ya que corresponde a que una valga 3 y las otras dos, 1 (3
maneras de hacerlo) o que dos valgan 2 y la otra, 1 (3 maneras de hacerlo).

Entonces

P(X < 5) =p®+3p3(1 - p) + 6p°(1 - p)?> = 000856.



